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线性代数课程介绍 (Introduction to Linear Algebra)

什么是线性代数



课程目标

高中数学到大学数学的飞跃

1. 从强调计算（算术）到理解数学结构的转变。

2. 从牢记结论到掌握证明的转变。

3. 建立抽象的几何直观。
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什么是线性代数？

线性代数研究：

1. 向量空间（vector space）。

2. 向量空间之间的线性变换（linear transformations or linear map）
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一个线性函数

考虑如下的函数：
f(x) := 3x

这是一个 R→ R 的线性函数。

• 从几何的角度来讲，这是平面 R2 上的一条线。

• 从代数的角度来讲，对于任意的 x1, x2, c, x ∈ R 我们有：

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)

f(cx) = cf(x)
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牛顿第二定律 (I)

牛顿第二定律告诉我们：
F = ma 或者a =

F

m

在 R2 上
• F 是一个向量 (Fx, Fy)，从而：

a = (ax,ay) =

(
Fx

m
,
Fy

m

)
• 这是一个线性的转换。(

Fx + F ′
x

m
,
Fy + F ′

y

m

)
=

(
Fx

m
,
Fy

m

)
+

(
F ′
x

m
,
F ′
y

m

)
(
cFx

m
,
cFy

m

)
= c

(
Fx

m
,
Fy

m

)
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牛顿第二定律 (II)

在 R3 上

F = (Fx, Fy, Fz) 和a = (ax,ay,az) =

(
Fx

m
,
Fy

m
,
Fz

m

)
• 我们有：

ax =
1

m
Fx + 0Fy + 0Fz

ay = 0Fx +
1

m
Fy + 0Fz

az = 0Fx + 0Fy +
1

m
Fz

• 该线性变换可以用如下的矩阵 (matrix)表示。
1
m

0 0

0 1
m

0

0 0 1
m


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线性代数

• 代数 (Algebra): 通俗来讲，代数就是将一些符号化对的对象组合起来并进行运算。比如
如何简化类似下面的表达式：

(x+ 1)(x− 3) = x2 − 2x− 3

而对于线性代数而言，我们运算的对象并不一定时标量 (scalars)，还可能是向量
(vectors) 或者矩阵 (matrices)，抑或是线性变换 (linar transformations)。

• 线性方程组 (linear systems): 不难发现，如下的线性方程组 Ax = b 实际上是线性代数
中的一个核心问题：

2x1 + 3x2 + 4x3 = 1

3x1 + 4x2 + 5x3 = 2

4x1 + 5x2 + 6x3 = 3


2 3 4

3 4 5

4 5 6



x1

x2

x3

 =


1

2

3


A x b
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《线性代数》

让我们从向量开始吧！
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向量 (Vectors)



向量 (Vectors)

向量加法和数乘



向量 (Vectors)

首先我们来考察一下二维空间中的向量，用列向量 (colomn vectors) 来表示：

• u =

[
−1

2

]
, v =

[
4

2

]

v =

[
4

2

]
u =

[
−1

2

]

符号说明
在本课程的课件中，我们使用 x, y, z . . . 等符号来表示向量，使用 x,y, z, . . . 等符号来表
示标量的值；特别的对于一个向量 u 来说，我们经常使用 ui 表示其第 i 个分量的值。
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向量加法 (Vector Addition)
向量加法: [

u1

u2

]
+

[
v1

v2

]
=

[
u1 + v1

u2 + v2

]
u v u+ v

v

v

u

u

u+ v

• 一个例子：

[
−1

2

]
+

[
4

2

]
=

[
3

4

]
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向量数乘 (Scalar Multiplication)

向量数乘

c

[
u1

u2

]
=

[
cu1

cu2

]
其中 c 是一个标量，也称为 scalar.

u

cu

• 一个例子：3

[
2

1

]
=

[
6

3

]
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向量的线性组合

考虑如下的例子：

2u− v = 2

[
2

1

]
+ (−1)

[
−1

2

]
=

[
4

2

]
−

[
−1

2

]
=

[
5

0

]

v
u

2u− v

2u

−v

向量的线性组合

c

[
u1

u2

]
+ d

[
v1

v2

]
=

[
cu1 + dv1

cu2 + dv2

]
cu dv cu+ dv 20



向量在三维的情况

• 二维向量

[
x

y

]
可以视作在 2 维 xOy 平面上从 (0, 0) 指向 (x,y) 的一个有向线段。

• 三维向量也是类似的，只不过是在 3 维空间中从 (0, 0, 0) 指向 (x,y, z) 的一个有向线段，

比如考察向量 u =


1

2

3

：

u

x

y

z

21



三维向量的线性组合

给定 3 维的向量：

u =


1

0

3

 , v =


1

2

1

 , w =


2

3

−1


其线性组合也是类似的：

u = 1u =


1

0

3



u+ 2v =


1

0

3

+ 2


1

2

1

 =


3

4

5



u+ 4v− 2w =


1

0

3

+ 4


1

2

1

− 2


2

3

−1

 =


1

2

9


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三个问题

假设 u, v,w 是三维空间的三个向量：

• 所有形如 cu 的线性组合对应的几何直观是什么？

• 所有形如 cu+ dv 的线性组合对应的几何直观是什么？

• 所有形如 cu+ dv+ ew 的线性组合对应的几何直观是什么？

答案当然依赖于 u, v,w 的具体取值，但是我们可以通过一些例子来感受一下。
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三个问题 (II)

我们考虑之前的三个向量：

u =


1

0

3

 , v =


1

2

1

 , w =


2

3

−1



1. 形如 cu 的线性组合填满了一条通过 (0, 0, 0) 的线。
2. 形如 cu+ dv 的线性组合填满了一个通过 (0, 0, 0) 的平面。

◦ (2, 3,−1) 便不在此平面上，因此 w 无法表示成 cu+ dv 的线性组合。
3. 形如 cu+ dv+ ew 的线性组合填满了整个三维空间。

◦ 这意味着对于任何的 a,b, c ∈ R

x+ y+ 2z = a

2y+ 3z = b

3x+ y− z = c

存在一个解。
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一个例子

问题 1.

描述一下由向量 u =


1

1

0

 , v =


0

1

1

的线性组合在三维空间中所组成的平面。

解 2.
形如 cu+ dv 的线性组合填满了一个通过 (0, 0, 0) 的平面，我们有：

cu+ dv =


c

c+ d

d


c,d 是任意的，所以该平面包含了所有第二维是第一维和第三维的和的向量。
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阶段总结

1. 二维向量是一个具有两个分量的有序对，可以视作二维平面原点出发的一个有向线段。

2. 向量的加法和数乘是针对对应分量进行操作。

3. 向量之间的线性组合是指形如 cu+ dv+ ew 的向量。

4. 在三维空间中，向量的线性组合可以填满一条线，一个平面，或者整个三维空间。
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向量 (Vectors)

向量长度和点积



向量的一些几何性质

符号说明

为了节省空间，列向量 u =


u1

u2

u3

有时使用 (u1,u2,u3) 表示。

我们来考察两维中的向量，给定两个向量 u = (u1,u2), v = (v1, v2)：

1. 向量 u 的长度 ‖u‖是多少？
‖u‖ =

√
u2
1 + u2

2

2. 向量 u 与 v 的夹角 θ 是多少？
cos θ =

u · v
‖u‖‖v‖

这些问题我们都可以使用点积 (dot product) 的概念来解决。 28



点积 (Dot Products)

定义 3 [点积].
向量 u = (u1,u2), v = (v1, v2) 的点积 u · v 定义为：

u · v = u1v1 + u2v2

一般的，对于向量 u = (u1,u2, . . . ,un), v = (v1, v2, . . . , vn)，其点积定义为：

u · v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn =

n∑
i=1

uivi

点积的一些性质
1. u 和 v 是垂直的 (perpendicular) 当且仅当 u · v = 0。

2. 点积是可交换的，即 u · v = v · u。
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向量的长度

定义 4 [向量的长度].
向量 u = (u1,u2, . . . ,un) 的长度 ‖u‖定义为：

‖u‖ =
√
u2
1 + u2

2 + · · ·+ u2
n =
√
u · u

勾股定理 (Pythagorean Law)

4

2

√
20

(0, 2)

(4, 0)

u = (2, 4)

一般来说，对于垂直的 u 和 v：

‖u‖2 + ‖v‖2 = ‖u+ v‖2 = ‖u− v‖2

30



单位向量 (Unit Vector)

定义 5.

长度为 1 的向量 u 被称作为单位向量，即‖u‖ = 1.

例 6.
如下的向量都是单位向量：

i =

[
1

0

]
, j =

[
0

1

]
, u =

[
cos θ

sin θ

]

31



单位化 (Normalization)

给定一个向量 u = (2, 2, 1)，其长度为:

‖u‖ =
√
22 + 22 + 12 =

√
9 = 3

我们可以将其缩小成一个单位向量：
(
2

3
,
2

3
,
1

3
)

引理 7.
给定一个非零向量 u = (u1, . . . ,un)，则：

u
‖u‖

= (
u1

‖u‖
, . . . ,

un

‖u‖
)

是一个与 u 同方向的单位向量。

32



互相垂直的向量
现在我们来说明点积值和向量之间的夹角的关系：

引理 8.
令 u, v ∈ R2，如果 u 和 v 是垂直的，则：u · v = 0。

证明. 由勾股定理，我们有:
‖u‖2 + ‖v‖2 = ‖u− v‖2

将其展开有：

u2
1 + u2

2 + v21 + v22 = (u1 − v1)
2 + (u2 − v2)

2

u1v1 + u2v2 = 0

说明
1. u · v = 0 ⇐⇒ u 和 v 是垂直的。

2. 0 · u = 0，零向量 0 与任何向量都是垂直的。
33



向量之间的夹角 (I)

定理 9.
令 u, v ∈ R2 是两个单位向量，θ 是 u 和 v 之间的夹角，则：

cos θ = u · v

几何视角
1. v = i = (1, 0)，则有 cos θ = u · v = u1。

2. v 6= (1, 0)，则可以视其旋转了 α 角度，其中 v = (cosα, sinα)。

θ

u =

[
cos θ

sin θ

]

i =

[
1

0

]
u · i = cos θ

θ

β α

u =

[
cosβ

sinβ

]

v =

[
cosα

sinα

]

u · v = cos θ

34



向量之间的夹角 (II)

定理 9的证明.

• 若 v = (1, 0)，则易得 u · v = u1 = cos θ.

• 若 v 6= (1, 0)，则可以视 v 是由 (1, 0) 旋转了 α 角度得到的单位向量，即
v = (cosα, sinα); 同理令 u = (cosβ, sinβ)，则其夹角为 θ = β− α，并且：

u · v = cosβ cosα+ sinβ sinα = cos(β− α) = cos θ
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向量的余弦定理

如果 u, v 不是单位向量，怎么求其夹角？

• 将其单位化。

定理 10.
令 u, v ∈ R2 是两个非零向量，θ 是 u 和 v 之间的夹角，则：

cos θ =
u · v
‖u‖‖v‖

36



柯西-施瓦茨不等式

现在我们来看一些例子：

定理 11 [Cauchy-Schwarz-Buniakowsky].

|u · v| ⩽ ‖u‖‖v‖

证明. 我们用一个不用余弦定理的方法来证明。

注意到：

(u2
1 + u2

2)(v
2
1 + v22) − (u1v1 + u2v2)

2 = u2
1v

2
2 + u2

2v
2
1 − 2u1u2v1v2

= (u1v2 − u2v1)
2 ⩾ 0

37



三角不等式

定理 12 [三角不等式].

‖u+ v‖ ⩽ ‖u‖+ ‖v‖

证明. 我们同样使用一个不用余弦定理的方法来证明。

注意到：

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2u · v

u · v ⩽ ‖u‖‖v‖

从而我们有：
‖u+ v‖2 ⩽ (‖u‖+ ‖v‖)2

问题
如何证明 ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2u · v?
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阶段总结

1. 向量的点积是相应部分的乘积的和，即 u · v = u1v1 + . . .unvn。

2. 向量的长度是点积的平方根，其对应的单位向量为： u
∥u∥，长度为 1。

3. u · v = 0 意味着两个向量 u, v 是垂直的。

4. 向量夹角的余弦值等于点积除以长度的乘积，即:

cos θ =
u · v
‖u‖‖v‖

5. 柯西-施瓦茨不等式和三角不等式。

|u · v| ⩽ ‖u‖‖v‖, ‖u+ v‖ ⩽ ‖u‖+ ‖v‖

39



向量 (Vectors)

矩阵



线性组合的矩阵视角 (I)

给定三个向量：

u =


1

−1

0

 , v =


0

1

−1

 , w =


0

0

1


其线性组合可以表示为 x1u+ x2v+ x3w，也就是：

x1


1

−1

0

+ x2


0

1

−1

+ x3


0

0

1

 =


x1

x2 − x1

x3 − x2



矩阵表示
我们可以利用矩阵来表示上述行为：

Ax =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1



x1

x2

x3

 =


x1

x2 − x1

x3 − x2


41



线性组合的矩阵视角 (II)

我们可以理解成，矩阵 A 作用在一个列向量 x 上，其结果是矩阵 A 中的列向量的线性组合。

Ax =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1



x1

x2

x3

 =


x1

x2 − x1

x3 − x2

 =


b1

b2

b3

 = b

例 13.
上述的矩阵 A 被称作差分矩阵(difference matrix)，因为其得到的向量是原向量的差分。

A


1

4

9

 =


1− 0

4− 1

9− 4

 =


1

3

5



42



另一个视角来看待矩阵的作用

我们现在用行的角度来看待矩阵作用在向量上的结果：

Ax =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1



x1

x2

x3

 =


(1, 0, 0) · x
(−1, 1, 0) · x
(0,−1, 1) · x

 = b

补充说明
这是大多数中文教材中定义的方式。
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线性方程组 (I)

Ax =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1



x1

x2

x3

 =


x1

x2 − x1

x3 − x2

 =


b1

b2

b3

 = b

• 之前我们讨论的是线性组合，即给定三个向量 u, v,w 和三个数 x1, x2, x3，求其线性组
合 x1u+ x2v+ x3w; 将矩阵 A 看成

[
u v w

]
的话，即知道了 A 和 x，求 b。

• 现在我们来考虑另一个问题：给定矩阵 A 和 b，求 x。
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线性方程组 (II)

一个大家更为熟知的形式：线性方程组 (Linear Equations):

x1 + 0x2 + 0x3 = b1

−x1 + x2 + 0x3 = b2

0x1 − x2 + x3 = b3

不难验证，其解可以表示为：

x1 = b1

x2 = b1 + b2

x3 = b1 + b2 + b3
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逆矩阵 (Inverse Matrix)(I)

上述过程也可以写成另一个矩阵：
x1

x2

x3

 =


1 0 0

1 1 0

1 1 1



b1

b2

b3

 = A−1b

上述矩阵称为差分矩阵 A 的逆矩阵 A−1。
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逆矩阵 (Inverse Matrix)(II)

我们再来进行一下对比:

A =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1

 , A−1 =


1 0 0

1 1 0

1 1 1



Ax =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1



1

2

3

 =


1

1

1

 , A−1b =


1 0 0

1 1 0

1 1 1



1

1

1

 =


1

2

3


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另一个例子 (I)

给定三个向量：

u =


1

−1

0

 , v =


0

1

−1

 , w =


−1

0

1


其线性组合可以表示为 x1u+ x2v+ x3w，也就是：

x1


1

−1

0

+ x2


0

1

−1

+ x3


−1

0

1

 =


x1

x2 − x1

x3 − x2



矩阵表示
我们将上述矩阵记为 C，也被称为循环差分矩阵 (cyclic difference matrix)：

Cx =


1 0 −1

−1 1 0

0 −1 1



x1

x2

x3

 =


x1 − x3

x2 − x1

x3 − x2


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另一个例子 (II)

与 A 的不同的是，Cx = b 不一定有解，例如：

C


x1

x2

x3

 =


1 0 −1

−1 1 0

0 −1 1



x1

x2

x3

 =


x1 − x3

x2 − x1

x3 − x2

 =


1

3

5


没有解。

x1u+ x2v+ x3w 的几何直观
换个角度讲，x1u+ x2v+ x3w 的所有线性组合并没有充满了整个 3 维空间。事实上，其
仅仅覆盖了如下的一个平面：

b1 + b2 + b3 = 0
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更多的讨论

无关性和相关性 (Independence and Dependence)
• 在上述 Ax = b 的例子中，xu+ yv+ zw = 0 当且仅当 x = y = z = 0。

后面的课程中我们会看到：
1. u, v,w 是线性无关的。
2. Ax = 0 只有一个解，称 A 是可逆矩阵 (invertible matrix)。

• 在上述 Cx = b 的例子中，存在任意多个 x,y, z 满足 xu+ yv+ zw = 0。
后面的课程中我们会看到：
1. u, v,w 是线性相关的。
2. Cx = 0 有无穷多个解，称 C 是一个奇异矩阵 (singular matrix)。
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阶段总结

1. 矩阵作用在向量 Ax = 矩阵 A 的列向量的线性组合。

2. Ax = b 的解为 x = A−1b。

3. Cx = 0 存在无穷多个解，C 没有逆矩阵。

注意
我们并没有给出严格的相关定义，但我们已经描述了这些关键的想法。
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解线性方程组 (I)(Solving Linear Equations(I))



解线性方程组 (I)(Solving Linear Equations(I))

线性方程组



线性方程组的行图像

考虑如下的线性方程组：

x− 2y = 1

3x+ 2y = 11

其行图像为：

(3, 1)

3x+ 2y = 11

x− 2y = 1

x

y

4

3

2

1

1 2 3 4
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线性方程组的列图像

该方程组也可表示为：x− 2y = 1

3x+ 2y = 11
⇐⇒ x

[
1

3

]
+ y

[
−2

2

]
=

[
1

11

]

其列图像为：

x

y[
1
11

]
= 3u+ v

u = column 1 =

[
1
3

]
v = column 2 =

[
−2
2

]

3u =

[
1
9

]
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线性方程组的矩阵表示

x− 2y = 1

3x+ 2y = 11
⇐⇒ x

[
1

3

]
+ y

[
−2

2

]
=

[
1

11

]
⇐⇒

[
1 −2

3 2

][
x

y

]
=

[
1

11

]

上述矩阵

[
1 −2

3 2

]
被称作系数矩阵 (coefficient matrix)，我们也可以用点积的形式理解：

[
1 −2

3 2

][
x

y

]
=

[
(1,−2) · (x,y)
(3, 2) · (x,y)

]
=

[
x− 2y

3x+ 2y

]

不止 2 维！
以上所有当然可以推广到 3 维，4 维，. . .！
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一个三元一次方程组的例子 (I)

考虑 3 个变元的例子： 
x+ 2y+ 3z = 6

2x+ 5y+ 2z = 4

6x− 3y+ z = 2

这个方程具有唯一的解 (x,y, z) = (0, 0, 2)。

几何视角
• 从行视角来看，这 3 个方程代表了 3 个平面，它们相交于一个点 (0, 0, 2)。

• 从列视角来看，这 3 个方程代表了 3 个列向量的线性组合，即：

0


1

2

6

+ 0


2

5

−3

+ 2


3

2

1

 =


6

4

2


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一个三元一次方程组的例子 (II)

同样的，我们有：
x+ 2y+ 3z = 6

2x+ 5y+ 2z = 4

6x− 3y+ z = 2

⇐⇒ Ax 记为
=


1 2 3

2 5 2

6 −3 1



x

y

z

 =


6

4

2



其 x = (x,y, z) 是未知数，对应的解是 (0, 0, 2)。从而 Ax 的目标便是能够有如下的成立：
1 2 3

2 5 2

6 −3 1



0

0

2

 =


6

4

2


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矩阵与向量的乘积

对于：

A =


a11 · · · a1n

...
. . .

...
am1 · · · amn

 x =


x1
...
xn


定义 Ax 的第 i 部分值为：

ai1x1 + · · ·+ ainxn =

n∑
j=1

aijxj = (ai1, . . . ,ain) · (x1, . . . , xn)

现在一个 n 元一次方程组已经可以自然的表示成 Ax = b 了。我们来开始解这个方程组。
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高斯消元法 (Gaussian Elimination)

来考虑下面的方程组：

x− 2y = 1

3x+ 2y = 11
=⇒

x− 2y = 1(将第一个式子乘以 3)

8y = 8(减去上面的式子消去 x)

新的方程是上三角的 (upper triangular)，类似的，有：

4x− 8y = 4

3x+ 2y = 11
=⇒

4x− 8y = 4(将第一个式子乘以
3

4
)

8y = 8(减去上面的式子消去 x)

• 首元 (pivot)：行中第一个做其他行消去的非零元素。在完成消去后，首元在对角线上。

• 倍数 (multiplier)：用来消去其他行的倍数。
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几何视角

(3, 1)

3x+ 2y = 11

x− 2y = 1

x

y

4

3

2

1

1 2 3 4

(3, 1)

8y = 8

x− 2y = 1

x

y

4

3

2

1

1 2 3 4

消去前 消去后
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另外一个例子 (I)

考察方程组： 
2x+ 4y− 2z = 2

4x+ 9y− 3z = 8

−2x− 3y+ 7z = 10

1 第二个等式减去 2 倍的第一个式子，得到 y+ z = 4。

2 第三个等式减去 −1 倍的第一个式子，得到 y+ 5z = −8。

此时 x 已经被消去了，剩下： 1y+ z = 4

y+ 5z = 12
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另外一个例子 (II)

3 将第二个等式乘以 −1，然后加上第三个等式，得到 4z = 8。

最终我们得到了：

2x+ 4y− 2z = 2

4x+ 9y− 3z = 8

−2x− 3y+ 7z = 10

=⇒

2x+ 4y− 2z = 2

1y+ z = 4

4z = 8
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回代 (Back Substitution)(I)

接下来我们只要从最底下的方程组依次往上便可求出对应的解：

•
x− 2y = 1

3x+ 2y = 11
=⇒

x− 2y = 1

8y = 8

由 8y = 8 自然而然有 y = 1，再代入 x− 2y = 1 便有 x = 3。

•
x− 2y = 1

3x−6y = 3
=⇒

x− 2y = 1

0y = 0

由 0y = 0 从而有无数多个解。
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回代 (Back Substitution)(II)

•
x− 2y = 1

3x−6y = 11
=⇒

x− 2y = 1

0y = 8

0y = 8 没有解。

首元的个数
可以看到，消元会失败在当 n 个方程没有 n 个首元的时候：

• ”0 6= 0“的方程：没有解。

• ”0 = 0“的方程：有无数多个解。
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阶段总结

• 线性方程组的几何视角，行图像和列图像。

• 线性方程组的矩阵表示，矩阵与向量的乘积。

• 高斯消元法 (Gaussian Elimination)。
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解线性方程组 (I)(Solving Linear Equations(I))

解线性方程组的矩阵表示



矩阵形式

现在我们用矩阵的形式研究高斯消元法：

2x+ 4y− 2z = 2

4x+ 9y− 3z = 8

−2x− 3y+ 7z = 10

=⇒

2x+ 4y− 2z = 2

1y+ z = 4

4z = 8

矩阵形式： 
2 4 −2

4 9 −3

2 −2 4



x

y

z

 =


2

8

3

 =⇒


2 4 −2

0 1 1

0 0 4



x

y

z

 =


2

4

8


记左边形式为 Ax = b，右边的形式为 Ux = c。矩阵 A 怎么变到 U, b 怎么变到 c？
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一步消去步骤的矩阵表示 (I)

我们来考察其一个步骤：

2x1 + 4x2 − 2x3 = 2

4x1 + 9x2 − 3x3 = 8

−2x1 − 3x2 + 7x3 = 10


2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7



x1

x2

x3

 =


2

8

10


A x b

第二行减去 2 倍的第一行，得到：

2x1 + 4x2 − 2x3 = 2

1x2 + 1x3 = 4

−2x1 − 3x2 + 7x3 = 10


2 4 −2

0 1 1

−2 −3 7



x1

x2

x3

 =


2

4

10


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一步消去步骤的矩阵表示 (II)

我们同样希望能够用矩阵来表示这个过程，即：
2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7



x1

x2

x3

 =


2

8

10

 ⇒


2 4 −2

0 1 1

−2 −3 7



x1

x2

x3

 =


2

4

10


注意到： 

1 0 0

−2 1 0

0 0 1



2

8

10

 =


2

4

10


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一步消去步骤的矩阵表示 (III)

自然我们希望： 
1 0 0

−2 1 0

0 0 1




2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7

 =


2 4 2

0 1 1

−2 −3 7


我们称上述的矩阵为初等矩阵 (elementary matrix)或者消元矩阵 (elimination matrix).

• 如何去定义？ 点积。

71



矩阵的乘法视角

A


x1

x2

x3

的列视角：

A


x1

x2

x3

 = x1(colomn 1 of A) + x2(colomn 2 of A) + x3(colomn 3 of A)

[
x1 x2 x3

]
A 的行视角：[

x1 x2 x3

]
A = x1(row 1 of A) + x2(row 2 of A) + x3(row 3 of A)

矩阵的乘法 AB 理解

• AB = A
[
b1 b2 b3

]
=
[
Ab1 Ab2 Ab3

]

• AB =


a1
a2
a3

B =


a1B
a2B
a3B


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消元矩阵 (I)

我们现在再回过头来看消元矩阵，我们从如下的单位矩阵 (identity matrix)开始：

I =


1 0 0

0 1 0

0 0 1


对于任意 b 有：

Ib = b

73



消元矩阵 (II)

当我们将其中某一项 0 的位置替换成了一个非零的数 −k，则我们有：

E21 =


1 0 0

−k 1 0

0 0 1



b1

b2

b3

 =


b1

b2 − kb1

b3



• 我们将这样子将第 i 行第 j 列的 0 替换成一个非零的数 −k 的矩阵称为 Eij.
• Eijb 的作用实际上是将 b 的第 j 行的 −k 倍加到了第 i 行后得到的

定义 14 [消元矩阵].
消元矩阵 Eij 是将单位矩阵 I 的第 i 行第 j 列的 0 替换成一个非零的数 −k 得到的矩阵。

符号说明
同济的教材里使用了 E(ij(−k)) 的符号表示。
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置换矩阵

有的时候我们需要将两行进行交换，这样的矩阵称为置换矩阵 (permutation matrix)。

• 如何将 b 的第一行和第二行交换？

P12 =


0 1 0

1 0 0

0 0 1

 , P12


b1

b2

b3

 =


b2

b1

b3



定义 15 [置换矩阵].
置换矩阵 Pij 是将单位矩阵 I 的第 i 行和第 j 行进行交换得到的矩阵。

符号说明
同济的教材里使用了 E(i, j) 的符号表示。
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高斯消元法的矩阵表示 (I)

让我们再来看刚刚的例子：

1 
2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7



x1

x2

x3

 =


2

8

10

 ⇒


2 4 −2

0 1 1

−2 −3 7



x1

x2

x3

 =


2

4

10


其对应的消元矩阵

E21 =


1 0 0

−2 1 0

0 0 1

 :


1 0 0

−2 1 0

0 0 1




2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7

 =


2 4 2

0 1 1

−2 −3 7


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高斯消元法的矩阵表示 (II)

2 
2 4 −2

0 1 1

−2 −3 7



x1

x2

x3

 =


2

4

10

 ⇒


2 4 −2

0 1 1

0 1 5



x1

x2

x3

 =


2

4

12


其对应的消元矩阵

E31 =


1 0 0

0 1 0

1 0 1

 :


1 0 0

0 1 0

1 0 1




2 4 −2

0 1 1

−2 −3 7

 =


2 4 −2

0 1 1

0 1 5


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高斯消元法的矩阵表示 (III)

3 
2 4 −2

0 1 1

0 1 5



x1

x2

x3

 =


2

4

10

 ⇒


2 4 −2

0 1 1

0 0 4



x1

x2

x3

 =


2

4

12


其对应的消元矩阵

E32 =


1 0 0

0 1 0

0 −1 1

 :


1 0 0

0 1 0

0 −1 1



2 4 −2

0 1 1

0 1 5

 =


2 4 −2

0 1 1

0 0 4


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高斯消元法的矩阵表示-总结 (I)

我们将上述消去的过程合起来，可以表示成：
1 0 0

0 1 0

0 −1 1




1 0 0

0 1 0

1 0 1





1 0 0

−2 1 0

0 0 1




2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7





矩阵乘法的运算规则
我们先不加证明的列举出矩阵乘法的运算性质：

1. 满足结合律 (Associate Law)：(AB)C = A(BC)。

2. 不满足交换律 (Commutative Law)：AB 6= BA。
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高斯消元法的矩阵表示-总结 (II)

通过矩阵乘法的运算规则可知：
1 0 0

0 1 0

0 −1 1




1 0 0

0 1 0

1 0 1





1 0 0

−2 1 0

0 0 1




2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7





=




1 0 0

0 1 0

0 −1 1



1 0 0

0 1 0

1 0 1





1 0 0

−2 1 0

0 0 1





2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7



=


1 0 0

−2 1 0

3 −1 1




2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7

 =


2 4 −2

0 1 1

0 0 4

.
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高斯消元法的矩阵表示-总结 (III)

回顾线性方程组的表示：

2x+ 4y− 2z = 2

4x+ 9y− 3z = 8

−2x− 3y+ 7z = 10

=⇒

2x+ 4y− 2z = 2

1y+ z = 4

4z = 8

相应的消元过程可以用矩阵表示为：
1 0 0

−2 1 0

3 −1 1




2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7

 =


2 4 −2

0 1 1

0 0 4

 .

和 
1 0 0

−2 1 0

3 −1 1



2

8

3

 =


2

4

8

 .
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增广矩阵 (Augmented Matrix)

注意到消元对应的矩阵是同样作用在系数矩阵 A 和 b 上的，我们可以将其合并成一个矩阵
看待：

• 增广矩阵 (Augmented Matrix)：
[
A b

]
=


2 4 −2 2

4 9 −3 8

−2 −3 7 3


则上述过程可以一并表示为：

1 0 0

−2 1 0

3 −1 1




2 4 −2 2

4 9 −3 8

−2 −3 7 3

 =


2 4 −2 2

0 1 1 4

0 0 4 8


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阶段总结

• 高斯消元法的矩阵表示

• 消元矩阵，置换矩阵。

• 矩阵的乘法视角。
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矩阵 (Matrices)



矩阵 (Matrices)

矩阵的运算



一般情况下矩阵的定义

定义 16 [矩阵 (Matrix)].
令 m,n ⩾ 1. 一个 m× n 的矩阵 A 具有如下的形式：

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn


特别的，我们用 A(i, j) 表示矩阵 A 的第 i 行第 j 列的元素。
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一般情况下线性方程组的矩阵表示

线性方程组： 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

可以转换成如下的矩阵形式：
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn




x1

x2
...
xn

 =


b1

b2

...
bm


m× n n× 1 m× 1

87



矩阵加法 (I)

定义 17 [矩阵加法 (Addition)].
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

+


a ′
11 a ′

12 · · · a ′
1n

a ′
21 a ′

22 · · · a ′
2n

...
...

. . .
...

a ′
m1 a ′

m2 · · · a ′
mn



=


a11 + a ′

11 a12 + a ′
12 · · · a1n + a ′

1n

a21 + a ′
21 a22 + a ′

22 · · · a2n + a ′
2n

...
...

. . .
...

am1 + a ′
m1 am2 + a ′

m2 · · · amn + a ′
mn


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矩阵加法 (II)

将两个线性方程组加起来：

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm



a ′
11x1 + a ′

12x2 + · · ·+ a ′
1nxn = b ′

1

a ′
21x1 + a ′

22x2 + · · ·+ a ′
2nxn = b ′

2

...

a ′
m1x1 + a ′

m2x2 + · · ·+ a ′
mnxn = b ′

m

得到： 

(a11 + a ′
11)x1 + (a12 + a ′

12)x2 + · · ·+ (a1n + a ′
1nxn = b1 + b ′

1

(a21 + a ′
21)x1 + (a22 + a ′

22)x2 + · · ·+ (a2n + a ′
2n)xn = b2 + b ′

2

...

(am1 + a ′
m1)x1 + (am2 + a ′

m2)x2 + · · ·+ (amn + a ′
mn)xn = bm + b ′

m
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矩阵数乘

定义 18 [矩阵数乘 (scalar multiplication)].

c


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 =


ca11 ca12 · · · ca1n

ca21 ca22 · · · ca2n

...
...

. . .
...

cam1 cam2 · · · camn



90



矩阵乘法 (I)
定义 19 [矩阵乘法 (Matrix Multiplication)].
令 m,n,p ⩾ 1，A 是一个 m× n 的矩阵，B 是一个 n× p 的矩阵：

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 , B =


b11 b12 · · · b1p

b21 b22 · · · b2p

...
...

. . .
...

bn1 bn2 · · · bnp


则矩阵的乘积 AB 是一个 m× p 的矩阵：

c11 c12 · · · c1p

c21 c22 · · · c2p
...

...
. . .

...
cm1 cm2 · · · cmp


其中 cij 定义为：

cij = (ai1, . . . ,ain) · (b1j, . . . ,bnj) = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj
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矩阵乘法 (II)

说明
当 p = 1 的时候便是我们已经定义过的矩阵与向量的乘法。

例 20. 
1 2 3

0 1 2

3 2 4



2 0 2

1 1 1

0 1 1

 =


4 5 7

1 3 3

8 6 12


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矩阵乘法视角-替换 (I)

考察如下的两个线性方程组：

(I)



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = y1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = y2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = ym

矩阵形式


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn




x1

x2
...
xn

 =


y1

y2

...
ym



(II)



b11z1 + b12z2 + · · ·+ b1pzp = x1

b21z1 + b22y2 + · · ·+ b2pzp = x2
...

bn1y1 + bn2z2 + · · ·+ bnpzp = xn

矩阵形式


b11 b12 · · · b1p

b21 b22 · · · a2p

...
...

. . .
...

bn1 bn2 · · · bnp




z1

z2
...
zp

 =


x1

x2
...
xn


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矩阵乘法视角-替换 (II)

如果我们希望用 z1, . . . zp 来表示 y1, . . . ,ym，则有：

yi = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn

= ai1(b11z1 + b12z2 + · · ·+ b1pzp) + · · ·+ ain(bn1z1 + bn2z2 + · · ·+ bnpzp)

= (ai1b11 + ai2b21 + · · ·+ ainbn1)z1 + · · ·+ (ai1b1p + ai2b2p + · · ·+ ainbnp)zp

=

p∑
j=1

(aj1, . . . ,ajn) · (b1j, . . . ,bnj)zj
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矩阵乘法视角-替换 (III)

用矩阵的形式描述便是由：
a11 a12 · · · a1n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn



x1
...
xn

 =


y1

...
ym

和


b11 b12 · · · b1p

...
...

. . .
...

bn1 bn2 · · · bnp



z1
...
zp

 =


x1
...
xn



a11 a12 · · · a1n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn



x1
...
xn

 =


a11 a12 · · · a1n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn




b11 b12 · · · b1p

...
...

. . .
...

bn1 bn2 · · · bnp



z1
...
zp




注意到：yi =
∑p

j=1(ai1, . . . ,ain) · (b1j, . . . ,bnj)zj，这就是：
y1

...
ym

 =



a11 a12 · · · a1n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn



b11 b12 · · · b1p

...
...

. . .
...

bn1 bn2 · · · bnp




z1
...
zp


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矩阵乘法的列视角

当我们将 B 看成若干列向量组合而成的矩阵时，即：

B =
[
b1 b2 · · · bp

]
我们有：

AB =
[
Ab1 Ab2 · · · Abp

]
即：

矩阵 AB 的每一列都是 A 中列向量的线性组合。
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矩阵乘法的行视角

当我们将 A 看成若干行向量组合而成的矩阵时，即：

A =


a1
a2
...

am


我们有：

AB =


a1B
a2B
...

amB


即：

矩阵 AB 的每一行都是 B 中行向量的线性组合。
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矩阵乘法的第四种视角

将 A 写成列向量的形式：
A =

[
a1 a2 · · · an

]
将 B 写成行向量的形式：

B =


b1

b2

...
bn


则我们有：

AB = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn
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矩阵运算的性质 (I)

下面我们给出矩阵运算的一些性质，我们不妨假定里面的矩阵总是符合运算的要求的：

引理 21.
矩阵加法和数乘满足：

1. 交换律 (Commutative Law)：A+ B = B+A

2. 分配律 (Distributive Law)：c(A+ B) = cA+ cB

3. 结合律 (Associative Law)：(A+ B) + C = A+ (B+ C)
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矩阵运算的性质 (II)

引理 22.
矩阵乘法满足：

1. 结合律 (不需要括号)：(AB)C = A(BC)

2. 分配律 (左分配律)：(A+ B)C = AC+ BC

3. 分配律 (右分配律)：A(B+ C) = AB+AC

注意
我们再次强调，矩阵乘法不满足交换律，即一般情况下 AB 6= BA。

100



阶段总结

• 矩阵以及矩阵运算的定义。

• 矩阵乘法的四种理解方式。

• 矩阵运算的性质。
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矩阵 (Matrices)

分块矩阵



矩阵的分块 (I)

我们在乘法中已经展示了矩阵的分块视角：

AB = A
[
b1 b2 · · · bp

]
=
[
Ab1 Ab2 · · · Abp

]
和AB =


a1
a2
...

am

B =


a1B
a2B
...

amB


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矩阵的分块 (II)

一般来说，我们可以将矩阵分块为若干个子矩阵，比如：

A =


A11 A12 · · ·A1q

A21 A22 · · ·A2q

...
...

. . .
...

Ap1 Ap2 · · ·Apq


其中每个 Aij 是一个 mj × nj 的矩阵。

例 23.

A =


1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1

1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1

 =

[
I I I

I I I

]
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分块乘法

如果对应的矩阵满足乘法的要求，那么分块矩阵的乘法也可以转换为对应块矩阵的乘法：[
A11 A12

A21 A22

][
B11 B12

B21 B22

]
=

[
A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22

]

• 上述成立的要求在于 Aij 的列数等于 Bjk 的行数。
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一个例子：矩阵乘法的第四种视角

将 A 写成列向量的形式：
A =

[
a1 a2 · · · an

]
将 B 写成行向量的形式：

B =


b1

b2

...
bn


则我们有：

AB = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn
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另一个例子：消元的分块 (I)

回顾之前的消元矩阵，比如：
1 0 0

−2 1 0

0 0 1



1 x x

2 x x

5 x x

 =


1 x x

0 y y

5 x x


可以将其看成：


1 0 0

−2 1 0

0 0 1



1 x x

2 x x

5 x x

 =


[
1
] [

1
]
+
[
0 0

] [2
5

] [
1
] [

x x

]
+
[
0 0

] [x x

x x

]
[
−2

0

] [
1
]
+

[
1 0

0 1

][
2

5

] [
−2

0

] [
x x

]
+

[
1 0

0 1

][
x x

x x

]

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另一个例子：消元的分块 (II)

一般来说，我们有： [
I O

−CA−1 I

][
A B

C D

]
=

[
A B

O D− CA−1B

]

补充说明
上述的 D−CA−1B 被称作矩阵 A 的舒尔补 (Schur complement)，其在图像处理、优化
等领域有着重要的应用。
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矩阵 (Matrices)

逆矩阵



回顾 Ax = b

Ax =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1



x1

x2

x3

 =


x1

x2 − x1

x3 − x2

 =


b1

b2

b3

 = b

其解： 
x1 = b1

x2 = b1 + b2

x3 = b1 + b2 + b3

即：


x1

x2

x3

 =


1 0 0

1 1 0

1 1 1



b1

b2

b3

 = A−1b

A,A−1 满足：

(AA−1)x = A(A−1b) = Ax = b = Ib

(A−1A)b = A−1(Ax) = A−1b = x = Ix
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逆矩阵的定义

定义 24 [可逆矩阵 (Invertible Matrix)].
称一个方阵 A(A 是一个 n×n 的矩阵)是可逆的 (invertbile)，如果存在一个矩阵 A−1，使
得：

AA−1 = A−1A = I

例 25.

1. A =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1

是可逆的，其逆矩阵为 A−1 =


1 0 0

1 1 0

1 1 1

.

2. C =


1 0 −1

−1 1 0

0 −1 1

是不可逆的。
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对角矩阵

对角矩阵 (Diagonal Matrix)：

D =



d1 0 0 · · · 0

0 d2 0 · · · 0

0 0 d3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · dn


是可逆的 (d1, . . . ,dn 6= 0)，其逆矩阵也是对角矩阵：

D−1 =



1
d1

0 0 · · · 0

0 1
d2

0 · · · 0

0 0 1
d3

· · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
dn


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2× 2 的矩阵

给定一个 2× 2 的矩阵：

A =

[
a b

c d

]
其是否是可逆的？是的话其逆矩阵是多少？

引理 26.

矩阵 A =

[
a b

c d

]
是可逆的当且仅当 ad− bc 6= 0，此时其逆矩阵为：

A−1 =
1

ad− bc

[
d −b

−c a

]
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消元矩阵 Eij 的逆矩阵 (I)

我们再来看消元矩阵Eij:

1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 1 · · · −k · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1





a1
...
ai
...
aj
...
an


=



a1
...

ai − kaj
...
aj
...
an


第 j 列

第 i 行

其逆矩阵是什么？
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消元矩阵 Eij 的逆矩阵 (II)

EijA 得到将第 j 列的 −k 倍加到第 i 列的结果，因此E−1
ij 就是将第 i 列的 k 倍加到第 j 列的

结果：

E−1
ij =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 1 · · · k · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


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逆矩阵的性质 (I)

引理 27.
如果方阵 A 是可逆的，那么其逆矩阵是唯一的。

证明. 反设存在 B,C 使得 BA = AC = I，则注意到：

B(AC) = (BA)C = IC = C

B(AC) = BI = B

从而 B = C.
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逆矩阵的性质 (II)

引理 28.
如果方阵 A 是可逆的，则对于任意的 b，方程 Ax = b 有唯一解。

证明. 假设 A 是可逆的，令其逆矩阵为 A−1，则：

A−1(Ax) = A−1b⇒ (A−1A)x = A−1b⇒ x = A−1b

推论 29.
如果 Ax = 0 存在一个非零解，那么 A 不是可逆的。
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逆矩阵的性质 (III)

引理 30.
如果 A 和 B 是可逆的，那么 AB 也是可逆的，且 (AB)−1 = B−1A−1.

证明. 注意到：

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AA−1 = I

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1B = I

推论 31.
如果 A1,A2, . . . ,An 都是可逆的，那么 A1A2 · · ·An 也是可逆的，且其逆矩阵为：

(A1A2 · · ·An)
−1 = A−1

n A−1
n−1 · · ·A−1

2 A−1
1
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对角主导矩阵 (I)

我们再来看个例子：

定义 32 [对角主导矩阵 (Diagonally Dominant Matrix)].
令 A 是一个 n× n 的矩阵： 

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann


称 A 是对角主导的，如果对于每一个 i ∈ [n]，有：

|aii| ⩾
∑
j ̸=i

|aij|

119



对角主导矩阵 (II)

定理 33.
如果 A 是对角主导的，那么 A 是可逆的。

证明. 反设 A 是不可逆的，则:
Ax = 0

存在非零解 (x1, . . . , xn)。令xi
def
= maxj∈[n]|xj|>0，则有：

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ aiixi + · · ·+ ainxn = 0

但是：

|aii||xi| = |
∑
j ̸=i

aijxj| ⩽
∑
j ̸=i

|aij||xj| ⩽
∑
j ̸=i

|aij||xi| = |xi|(
∑
j ̸=i

|aij|) < |aii||xi|
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阶段总结

• 分块矩阵。

• 可逆矩阵。
◦ 可逆矩阵的定义，性质。
◦ 一些可逆矩阵的例子。
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关于可逆矩阵 (I)

实际上，我们还有许多问题没有解决，比如：

• 如果 AB = I 是否就能说明 A 是可逆的？

• 如何求 A−1？

• · · ·

我们将在之后的课程中逐一解决这些问题。
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关于可逆矩阵 (II)

一个前瞻性的视角，事实上存在非常多的可逆矩阵刻画，比如：

1. A 的行列式不为 0。
2. A 的秩等于 n。
3. A 的列向量线性无关。
4. A 的列向量张成 Rn。
5. A 的行向量线性无关。
6. A 的行向量张成 Rn。
7. Ax = 0 只有一个解 x = 0。
8. Ax = b 有唯一解 x = A−1b。
9. A 有 n 个首元。

10. A 的所有特征值非零。
11. · · ·

我们将在后续的课程一一刻画这些性质。
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矩阵 (Matrices)

转置矩阵和置换矩阵



转置矩阵 (Tranpose Matrix)

我们看到在矩阵中行和列扮演了不同的角色。我们定义一个新的矩阵：

定义 34 [转置矩阵 (Tranpose Matrix)].
给定一个 m× n 的矩阵 A，其转置矩阵 AT 是一个 n×m 的矩阵，其满足：

(AT)(i, j) = A(j, i)

例 35.

A =

[
1 2 3

4 5 6

]
的转置矩阵为 AT =


1 4

2 5

3 6


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转置矩阵的运算性质

引理 36.
1. (AT)T = A

2. (cA)T = cAT

3. (A+ B)T = AT + BT

4. (AB)T = BTAT

5. (A−1)T = (AT )−1

理解 (AB)T = BTAT

Ax 是 A 中列向量的线性组合，而 xTAT 则是 AT 中行向量的线性组合；两者恰好是一致
的。
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对称矩阵 (Symmetric Matrix)

定义 37 [对称矩阵 (Symmetric Matrix)].
n× n 的矩阵 S 是对称的，如果其满足：

ST = S

或者说对于任意的 i, j ∈ [n]，有 S(i, j) = S(j, i).

例 38.

• A =


1 2 3

2 4 5

3 5 6

是对称矩阵。
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对称矩阵的性质

引理 39.
1. 若 A 是一个可逆的对称矩阵，那么 A−1 也是对称矩阵。

2. 对任何矩阵 A(不需要是方阵)，ATA 和 AAT 都是对称矩阵。

证明.

1. (A−1)T = (AT)−1 = A−1.

2. (ATA)T = AT(AT)T = ATA.
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转置和内积 (Transpose and Inner Product)

我们已经介绍了点乘（内积）·的概念，其也可以由转置矩阵来表示：

引理 40.
• 令 x, y 是两个 n× 1 的矩阵，则：

xTy = x · y

• 令 x 是 n× 1 的矩阵，y 是 m× 1 的矩阵 A 是一个 m× n 的矩阵，则：

Ax · y = x ·ATy

说明
假设 x, y 是 n× 1 的矩阵（列向量），则：

• xTy 是一个值。

• xyT 是一个矩阵。
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置换矩阵 (Permutation Matrix)(I)

我们再来看置换矩阵Pij:

1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1





a1
...
ai
...
aj
...
an


=



a1
...
aj
...
ai
...
an

第 j 行

第 i 行

其将第 i 行和第 j 行进行了交换，如果我们任意交换行的顺序那？
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置换矩阵 (Permutation Matrix)(II)
定义 41.
置换矩阵 P 是将单位矩阵 I 的行重排列得到的矩阵。

例 42.
所有 3× 3 的置换矩阵都可以由之前提到的 Pij 得到：

I =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 P21 =


0 1 0

1 0 0

0 0 1

 P32P21 =


0 1 0

0 0 1

1 0 0



P31 =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 P32 =


1 0 0

0 0 1

0 1 0

 P21P32 =


0 0 1

1 0 0

0 1 0



事实 43.
n× n 的置换矩阵一共有 n! 个。 131



置换矩阵的逆矩阵

引理 44.
P−1 = PT.

证明. 首先可以发现对于任意的矩阵 Pij，有：P−1
ij = Pij = PT

ij。注意到对于任意的置换矩阵
P，其可以被表述为：

P = Pi1j1Pi2j2 · · ·Pikjk

从而：

PT = (Pi1j1Pi2j2 · · ·Pikjk)
T = PT

ikjk
PT
ik−1jk−1

· · ·PT
i1j1

= PikjkPik−1jk−1
· · ·Pi1j1

P−1 = (Pi1j1Pi2j2 · · ·Pikjk)
−1 = P−1

ikjk
P−1
ik−1jk−1

· · ·P−1
i1j1

= PikjkPik−1jk−1
· · ·Pi1j1

因此：
PT = P−1
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阶段总结

• 转置矩阵和对称矩阵。

• 置换矩阵及其逆矩阵。
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向量空间 (Vector Space)



向量空间 (Vector Space)

向量空间的基本概念



特殊的向量空间
定义 45.
空间 Rn 包含了所有如下的 n 维列向量 v：

v =


v1
...
vn


其中对于任意的 i ∈ [n]，vi ∈ R，这里的 R 是实数集。

定义 46.
空间 Cn 包含了所有如下的 n 维列向量 v：

v =


v1
...
vn


其中对于任意的 i ∈ [n]，vi ∈ C，这里的 C 是复数集。
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向量空间的形式化定义 (I)

一个向量空间 V 是一个非空集合，其中的元素称之为向量，并且其满足以下两种运算：

• 向量加法：对于任意的 u, v ∈ V，u+ v ∈ V。

• 数与向量的乘法（数乘）：对于任意的 u ∈ V 和任意的实数 c ∈ R，cu ∈ V。
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向量空间的形式化定义 (II)

其中的加法满足如下的性质：

1. 加法满足交换律：
u+ v = v+ u

2. 加法满足结合律：
u+ (v+w) = (u+ v) +w

3. 加法存在一个零元素（唯一的）0，其满足 u+ 0 = u 对任意的 u ∈ V。

4. 加法存在一个负元素（逆元），即对于任意的 u ∈ V，存在一个 v ∈ V，使得 u+ v = 0，
特别的，将 v 记为 −u。
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向量空间的形式化定义 (III)

其中的数乘满足如下的性质：

5. 数乘存在单位元 1，使得 1u = u 对于任意的 u ∈ V。

6. 数乘满足结合律：
c1(c2u) = (c1c2)u

7. 数乘是线性的，即对于任意的 c ∈ R 和 u, v ∈ V 均有：

c(u+ v) = cu+ cv

8. 数乘对于加法满足分配律，即对于任意的 c1, c2 ∈ R 和 u ∈ V 均有：

(c1 + c2)u = c1u+ c2u
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例子-矩阵组成的向量空间 (I)

对于 m,n ⩾ 1，令Mm×n(R)表示所有的 m× n 的实数矩阵的集合：

• 其中的加法就定义成矩阵的加法。

• 其中的数乘就定义成矩阵的数乘。

可以验证，Mm×n(R)是一个向量空间。
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例子-矩阵组成的向量空间 (II)

• 矩阵的加法满足交换律和结合律。

• 其零元为全零矩阵 0m×n, 即所有的入口都是 0。

• 对于任意的 M ∈Mm×n(R)，其负元 −M 为：−M = (−1)M.

• 数乘的单位元就是 1 ∈ R.

• 数乘满足结合律和分配律。

• 数乘满足线性性质。
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例子-只有一个向量的向量空间

有没有只有一个向量的向量空间呢？

• 有。

只有一个元素的向量空间

Z0 = {0}

是一个向量空间。可以认为 R0 是 Z0 的一个特殊情况。
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例子 R2,R3, · · ·

通过前面所叙述的向量加法和数乘，可以验证 Rn 是一个向量空间。

• 所有

[
x

y

]
组成的集合 R2。

• 所有


x

y

z

组成的集合 R3。

• · · ·

问题 47.
能否将 Rn 中推广到 R∞ 中？
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例子-R∞(I)

假设我们遵循着 Rn 的例子推广，则 R∞ 应该是这样的：

• R∞ = {(x1, x2, · · · ) | 对所有的 i, xi ∈ R}。

• c(x1, x2, · · · ) = (cx1, cx2, · · · )。

• (x1, x2, · · · ) + (y1,y2, · · · ) = (x1 + y1, x2 + y2, · · · )。

但问题是：
(x1, x2, · · · )

是什么？ 函数！
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例子-R∞(II)

定义集合F:
F = F(N→ R) = {f | f : N→ R}

• 给定 f1, f2 ∈ F，定义函数 f1 + f2 : F→ R 为：

(f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x)

• 对于任意的 f ∈ F 和 c ∈ R，定义函数 cf : N→ R 为：

(cf)(x) = cf(x)

可以验证，F是一个向量空间。

145



一个更奇怪的例子

我们再来看一个例子，考虑如下的集合：

V+ = R+ = {x | x ∈ R and x > 0}

• 对于任意的 x,y ∈ V+，定义加法运算⊕: x⊕ y 为 x⊕ y = xy。

• 对于任意的 x ∈ V+ 和 c ∈ R，定义数乘运算⊗: c⊗ x 为 c⊗ x = xc。

可以验证，V+ 是一个向量空间。
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一些性质 (I)

引理 48.
零向量 0 是唯一的。

证明. 反设存在两个零向量 01,02，则有：

01 = 01 + 02 = 02 + 01 = 02

引理 49.
对于任何向量 v，其负向量是唯一的。

证明. 反设存在两个负向量 v1, v2，则有：

v1 = v1 + 0 = v1 + (v+ v2) = (v1 + v) + v2 = 0+ v2 = v2
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一些性质 (II)

引理 50 [向量的消去律 (Cancellation Law)].
如果 u+ v = u+w，则 v = w。

引理 51.
1. 0v = 0。

2. c0 = 0。

3. (−1)v = −v。

4. −(u+ v) = (−u) + (−v).

5. c(−u) = (−c)u = −(cu).
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阶段总结

• 向量空间的概念。一些例子。

• 向量空间的性质。

接下来我们来关注向量空间的一类特殊子集。
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向量空间 (Vector Space)

子空间



R2 中的例子

让我们从一个简单的例子看起。考察 R2 中的子集：

• L1 = {(x, 0) | x ∈ R} 也是一个向量空间。

• L2 = {(x, x+ 1) | x ∈ R} 不是一个向量空间。

显然并不是所有的子集都是向量空间。我们称这样的子集为子空间。
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子空间的定义

定义 52 [子空间 (Subspace)].
给定一个向量空间 V，如果 W 是 V 的一个非空子集，并且 W 满足如下两个条件：

1. 对于任意的 u, v ∈W，u+ v ∈W。

2. 对于任意的 c ∈ R 和 u ∈W，cu ∈W。

则称 W 是 V 的一个子空间。

定理 53.
如果 W 是向量空间 V 的一个子空间，则 W 对于 V 上定义的加法和数乘运算构成一个向
量空间。
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子空间的例子 (I)

考察如下集合：

V = R3

W = {(x,y, 0) | x,y ∈ R}

则 W 是 V 的一个子空间，原因在于：

• 对于任意的 u = (x1,y1, 0), v = (x2,y2, 0) ∈W，u+ v = (x1 + x2,y1 + y2, 0) ∈W。

• 对于任意的 c ∈ R 和 u = (x,y, 0) ∈W，cu = (cx, cy, 0) ∈W。
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子空间的例子 (II)

定义对角矩阵为：

定义 54 [对角矩阵 (Diagonal Matrix)].
令 n ⩾ 1，A ∈Mn×n(R)，如果对于任意的 i 6= j 均有：

A(i, j) = 0

则称 A 是一个对角矩阵。

考虑如下集合：
Dn(R) = {A ∈Mn×n(R) | A是对角矩阵。}

则 Dn(R) 是 Mn×n(R) 的一个子空间。
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子空间的性质 (I)

引理 55.
如果 W 是向量空间 V 的一个子空间，则 0 ∈W.

证明. 取 w ∈W，0w = 0 ∈W.
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子空间的性质 (II)

引理 56.
令 u, v ∈W，则所有 u, v 的线性组合 cu+ dv 均在 W 中。

证明. 由子空间的定义，对于任意的 c,d ∈ R，均有：

cu,dv ∈W

从而：
cu+ dv ∈W

156



子空间的性质 (III)

引理 57.
令 V 是一个向量空间，W 是 V 的一个子集。则 W 是 V 的一个子空间当且仅当：对于任
意的 k ⩾ 0, c1, · · · , ck ∈ R 和 v1, . . . , vk ∈W 均有：

c1v1 + · · ·+ ckvk ∈W

特别的，当 k = 0 时我们令上述和为 0.
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下一步

让我们回到矩阵里看看矩阵里的向量空间。

158



矩阵 A 的列空间

定义 58 [列空间 (Column Space)].
给定一个 m× n 的矩阵 A，定义其列空间 C(A) 为：

C(A) = {Ax | x ∈ Rn}

即 C(A) 是所有由 A 的列向量线性组合而成的集合。

定理 59.
列空间 C(A) 是 Rm 的一个子空间。
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列空间与解的关系

引理 60.
Ax = b 有解当且仅当 b ∈ C(A)。
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矩阵 A 的行空间

我们可以利用转置矩阵来定义 A 的行空间。

定义 61 [行空间 (Row Space)].
给定一个 m× n 的矩阵 A，定义其行空间为矩阵 AT 的列空间 C(AT)。

引理 62.
矩阵 A 的行空间 C(AT) 是 Rn 的一个子空间。
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矩阵 A 的零空间

定义 63 [零空间 (Null Space)].
给定一个 m× n 的矩阵 A，定义其零空间 N(A) 为：

N(A) = {x | Ax = 0}

即 N(A) 是所有满足 Ax = 0 的 x 的集合。

定理 64.
零空间 N(A) 是 Rn 的一个子空间。
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生成一个子空间 (I)

令 S ⊆ V，显然我们知道：

• S 不一定是一个子空间。

• S 可能为空。

如何取构造一个包含 S 的子空间？

span(S) = {c1v1 + · · ·+ ckvk | k ⩾ 0, c1, · · · , ck ∈ R, v1, . . . , vk ∈ S}
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生成一个子空间 (II)

定理 65.
令 S ⊆ V，则 span(S) 是 V 的包含 S 的最小子空间，即：

1. span(S) 是 V 的子空间。

2. 令 W ⊆ V 是一个 V 的子空间，且 S ⊆W，则 span(S) ⊆W。
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阶段总结

• 子空间的概念、例子以及性质。

• 矩阵的列空间和零空间。

• 生成一个子空间。
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相关性、基和维度 (Independence, Basis and Dimension)



相关性、基和维度 (Independence, Basis and Dimension)

线性相关性



线性组合

我们先来回顾以下线性组合的概念，固定一个向量空间 V。

定义 66.
令 v1, . . . , vn ∈ V. v1, . . . , vn 的线性组合是一个具有如下形式的向量：

c1v1 + · · ·+ cnvn

其中 c1, . . . , cn ∈ R。

说明
可以看到 span({v1, . . . , vn}) 实际上就是 v1, . . . , vn 的所有线性组合的集合。
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线性无关的定义

定义 67 [线性无关 (Linearly Independent)].
给定一个向量组 v1, . . . , vn。如果对于任意的 c1, . . . , cn ∈ R，当且仅当 c1 = · · · = cn = 0

时有：
c1v1 + · · ·+ cnvn = 0

则称 v1, . . . , vn 是线性无关的。

例 68.
• {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} 是线性无关的。

• {(1, 0, 0), (1, 1, 0)} 是线性无关的。

• {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1)} 不是线性无关的。
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更多的例子

• 单个向量是线性无关的么？

• 包含 0 的向量组是线性无关的么？

引理 69.
线性无关的向量组的任何一个子集都是线性无关的。
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线性无关的向量组与方程的解

我们知道，一个矩阵方程 Ax 可以看成是其列向量 a1, . . . , an 的线性组合，所以我们有：

引理 70.
给定一个矩阵 A，则其列向量是线性无关的当且仅当方程 Ax = 0 只有唯一解 x = 0。
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线性相关的定义

我们也可以给出线性相关的定义：

定义 71 [线性相关 (Linearly Dependent)].
给定一个向量组 v1, . . . , vn。如果存在 c1, . . . , cn ∈ R 满足至少一个 ci 6= 0，使得：

c1v1 + · · ·+ cnvn = 0

则称 v1, . . . , vn 是线性相关的。

例 72.
• {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1)} 是线性相关的。

• {(2, 2, 0), (1, 1, 0)} 是线性相关的。

• 包含 0 的向量组是线性相关的。
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线性相关的性质

引理 73.
v1, . . . , vn 是线性相关的当且仅当至少有一个 vi 可以表示成其余向量的线性组合。

引理 74.
给定一个矩阵 A，则其列向量是线性相关的当且仅当方程 Ax = 0 有非零解。
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相关性、基和维度 (Independence, Basis and Dimension)

向量空间的基和维度



生成的空间

给定一个集合 S，回顾 span(S)：

span(S) = {c1v1 + · · ·+ ckvk | k ⩾ 0, c1, · · · , ck ∈ R, v1, . . . , vk ∈ S}

我们知道 span(S) 是一个向量空间，进一步的，我们称 span(S) 是由 S 生成的向量空间。

定义 75.
给定一个向量集合 S 和向量空间 V，如果 V = span(S)，则称 S 生成了向量空间 V
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向量空间的基

定义 76 [向量空间的基 (A Bssis for a Vector Space)].
一组向量是一个向量空间的基 如果其满足：

1. 这组向量是线性无关的。

2. 这组向量生成了向量空间 V。

例 77.
1. {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} 是 R3 的基。

2. {(1, 0), (0, 1)} 是 R2 的基。

3. {(1, 0), (2, 4)} 也是 R2 的基。
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一些更多的例子

例 78.
1. Mm×n(R) 的基是什么？

2. Z0 = {0} 的基是什么？

3. 考虑之前提到的向量空间：

V+ = R+ = {x ∈ R | x > 0}

其中的加法和数乘运算定义为：

x⊕ y = x× y, c⊗ x = xc

V 的基是什么？
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向量空间的维度

我们现在来定义向量空间的维度，直观上来讲，向量空间的维度就是需要多少个向量才能生
成这个向量空间。

定义 79 [维度 (dimension)].
给定一个向量空间 V，其维度，记作 dim(V), 是指 V 的一个基中的向量个数。

问题 80.
上述定义会不会产生问题？

显然只有 V 中所有基的向量个数都相同时，上述定义才是合理的。
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Steinitz 交换引理

引理 81 [Steinitz Exchange Lemma].
令 e1, . . . , en 是向量空间 V 的一个基，v1, . . . , vm 是 V 的一个线性无关的向量组，其中
1 ⩽ m ⩽ n。则存在 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < in−m < n，使得 v1, . . . , vm, ei1 , . . . , ein−m

是
V 的一个基。

说明
当 m = 0 时，上述引理是平凡的。
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Steinitz 交换引理的应用

推论 82.
给定一个向量空间 V 和其上的两组基 e1, . . . , en 和 f1, . . . , fm。则 n = m。

推论 83.
假设 dim(V) = n，并且 v1, . . . , vm ∈ V 是线性无关的，则：m ⩽ n.

推论 84.
假设 dim(V) = n，并且 v1, . . . , vn ∈ V 是线性无关的，则 v1, . . . , vn 是 V 的一个基。

现在我们来证明 Steinitz 交换引理。
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Steinitz 交换引理的证明 (I)

Steinitz交换引理的证明. 我们对 m 使用归纳法。

m = 1的情况:

由于 e1, . . . , en 是 V 的一个基，从而存在 c1, . . . , cn 使得：

v1 = c1e1 + · · ·+ cnen

显然 v1 6= 0，从而存在 ci 6= 0，因此我们有：

ei =
1

ci
v1 −

c1

ci
e1 − · · ·−

ci−1

ci
ei−1 −

ci+1

ci
ei+1 − · · ·−

cn

ci
en

即：v1, e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en 是 V 的一组基。
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Steinitz 交换引理的证明 (II)

Steinitz交换引理的证明 (续). 我们还需要证明：

v1, . . . , vm, ei1 , . . . , ein−m

是线性无关的。考察如下的线性组合：

c1e1 + · · ·+ ci−1ei−1 + cv1 + · · ·+ cnen = 0

• 如果 c = 0，则由于 ei 是线性无关的，从而 c1 = · · · = ci−1 = ci+1 = · · · = cn = 0。

• 如果 c 6= 0，由于 v1 6= 0，从而 v1 可以由 e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en 的线性组合表示，
从而 ei 可以由 e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en 的线性组合表示，矛盾。
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Steinitz 交换引理的证明 (III)

Steinitz交换引理的证明 (续).

归纳步骤:

假设命题对于 ⩽ m− 1 的情况成立，对于 = m 的情况，令 v1, . . . , vm 是线性无关的，注
意到 v1, . . . , vm−1 也是线性无关的，从而由归纳假设，存在 1 ⩽ i1 < · · · < in−m+1 ⩽ n，使
得：

v1, . . . , vm−1, ei1 , . . . , ein−m+1

是 V 中的一组基。从而存在不全为 0 的 c1, . . . , cm−1,d1,d2, . . . ,dn−m+1 使得：

vm = c1v1 + · · ·+ cm−1vm−1 + d1ei1 + · · ·+ dm−1ein−m+1
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Steinitz 交换引理的证明 (IV)

Steinitz交换引理的证明 (续).

注意到存在 l ∈ [n−m+ 1] 使得 dl 6= 0，从而：

eil =
1

dl

vm−
c1

dl

v1−· · ·−
cm−1

dl

vm−1−
d1

dl

ei1−· · ·−
dl−1

dl

eil−1
−
dl+1

dl

eil+1
−· · ·−dn−m+1

dl

ein−m+1

即：eil 可以由 v1, . . . , vm, ei1 , . . . , eil−1
, eil+1

, . . . , ein−m+1
表示。

进一步可以验证：
v1, . . . , vm, ei1 , . . . , eil−1

, eil+1
, . . . , ein−m+1

是 V 的一组基，即归纳步骤成立，引理得证。
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向量空间 Z0 的维度 (I)

回顾向量空间 Z0：
dim(Z0) = {0}

定理 85.
dim(Z0) = 0.

其中的关键在于： ∑
v∈∅

v = 0
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∑
v∈∅ v = 0 的原因

关键在于加法是可交换的，令 T 是一个有限的向量集，考察 T 的一个划分：

T = T1 ∪ T2, 其中 T1, T2 满足：T1 ∩ T2 = ∅, T1 ∪ T2 = T

则我们有： ∑
v∈T

v =
∑
v∈T1

v+
∑
v∈T2

v

显然有： ∑
v∈T

v =
∑
v∈∅

v+
∑
v∈T

v

从而： ∑
v∈∅

v =
∑
v∈T

v−
∑
v∈T

v = 0
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无限维的向量空间 (I)

回顾之前函数构成的向量空间：

F = F(N→ R) = {f | f : N→ R}

其中：

• 给定 f1, f2 ∈ F，定义函数 f1 + f2 : F→ R 为：

(f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x)

• 对于任意的 f ∈ F 和 c ∈ R，定义函数 cf : N→ R 为：

(cf)(x) = cf(x)

F 的维度是多少？
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无限维的向量空间 (II)

定理 86.
F 是无限维的。

事实上，对于任意的 i ∈ N，定义：

fi : N→ R, fi(x) =

{
1, 如果 x = i

0, 其他情况

则对于任意的 n ∈ N，我们有：
f0, f1, . . . , fn

是线性无关的。

有限维的向量空间
如果一个向量空间存在一个有限的基，则称这个向量空间是有限维的。
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子空间的维度 (I)

现在我们来看一下子空间的维度：

• 假设 W 是 V 的一个子空间，那么 W 的维度和 V 的维度有什么关系？

定理 87.
给定一个向量空间 V 和其子空间 W，如果 V 是有限的，则 W 也是有限的，并且：

dim(W) ⩽ dim(V)
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子空间的维度 (II)

令量空间 V 的维度 dim(V) = n，并且其一组基为：

w1, . . . ,wn

我们希望从 V 中慢慢的扩展出一组基

v1, . . . , vk

使得：
W = span({v1, . . . , vk})

190



子空间的维度 (III)

定理87的证明. 我们沿用上一页的记号，对 k 进行构造。初始化 k = 0，如果：

W 6= span({v1, . . . , vk}).

则存在 vk+1 ∈W \ span({v1, . . . , vk}) 使得：

v1, . . . , vk, vk+1

是线性无关的。注意到 dim(V) = n，从而由 Steinitz 交换引理，必然有：

k+ 1 ⩽ n

从而 dim(W) ⩽ dim(V)。
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阶段总结

• 线性相关和线性无关的概念。

• 向量空间的基，Steinitz 交换引理。

• 向量空间的维度, 子空间的维度。
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矩阵的列秩与行秩 (Column Rank and Row Rank of Matrices)



矩阵的列秩与行秩 (Column Rank and Row Rank of Matrices)

列空间的秩与行空间的秩



矩阵的列空间

令 A 是一个 m× n 的矩阵，其列空间定义为：

C(A) = {Ax | x ∈ Rn}

C(A) 显然是 Rm 的一个子空间，所以我们有:

定理 88.
C(A) 是 Rm 的一个子空间, 且

dim(C(A)) ⩽ dim(Rm) = m.
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列空间的维数

事实上，注意到 A 是一个 m× n 的矩阵，我们还有：

定理 89.

dim(C(A)) ⩽ n

直观理解
直观上理解，n 个 Rm 的列向量的线性组合组成的空间的维数不会超过 n。
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dim(C(A)) ⩽ n 的证明

证明. 令 A 的列向量为 a1, . . . , an，则可以在其中选择一个子序列：

ai1 , . . . , aik

满足：

• i1 < i2 < · · · < ik.

• ai1 , . . . , aik 是线性无关的。

• k 是最大的。

则我们有：
C(A) = span({ai1 , . . . , aik })

即：
dim(C(A)) = k ⩽ n
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矩阵的列秩

定义 90 [列秩 (Column Rank)].
给定一个 m× n 的矩阵 A，其列秩 (Column Rank) 定义为：

column−rank(A) = dim(C(A))

例 91.

矩阵 A =


1 2 3 6

4 5 9 18

7 8 15 30

的列秩为 2.
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列秩的性质 (I)

定理 92.
给定一个 m× n 的矩阵 A，则其列秩为 m 当且仅当存在一个 n×m 的矩阵 B 使得：

AB = I

推论 93.
如果 n× n 的矩阵 A 是可逆的，则其列秩为 n。
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列秩的性质 (II)

问题 94.
假设一个 n× n 的矩阵 A 的列秩为 n，则 A 是否一定是可逆的？

• 如果 A 的列秩为 n，则对于任意的 b ∈ Rn，方程

Ax = b

都有唯一解。

• 所以上述问题问的是我们是否可以写成：

x = A−1b
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一个简单的回顾

目前为止，我们已经展示了，对于一个 n× n 的矩阵 A 来说：

1. 如果存在 B,C 使得 AB = CA = I，则 A 是可逆的，并且有 A−1 = B = C。

2. column−rank(A) = n 当且仅当存在一个 n× n 的矩阵 B 使得 AB = I。

接下来的目标
column−rank(A) = n 当且仅当存在一个 n× n 的矩阵 B 使得 BA = I。
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矩阵的行秩 (I)

令 A 是一个 m× n 的矩阵，并且我们将其写成行向量的形式 A =


a1
...

am

，回顾我们曾定义

过的对于矩阵 A 的行空间 C(AT)：

C(AT) = span({a1, . . . , am})⇒ dim(C(AT)) = dim(span({a1, . . . , am}))

定义 95 [行秩 (Row Rank)].
矩阵 A 的行秩 (Row Rank) 定义为：

row−rank(A) = dim(C(AT))
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矩阵的行秩 (II)

引理 96.
下面的叙述是等价的：

1. A 的行秩是 n.

2. AT 的列秩是 n.

3. 存在一个矩阵 B，使得 ATB = I。

4. 存在一个矩阵 B，使得 BA = I

还欠缺什么？

定理 97.
给定一个 m× n 的矩阵，我们有 row−rank(A) = column−rank(A).
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定理97的一个证明

证明. 我们只需证明对任意的矩阵 A，其有 row−rank(A) ⩽ column−rank(A) 即可。

设 row−rank(A) = r, column−rank(A) = c。则存在 A 的 c 个列向量 ai1 , . . . , aic 是线性
无关的，并且对于 A 中的每个列向量 aj(j ⩽ n)，存在 pj1, . . . ,pjc 使得：

aj = pj1ai1 + · · ·+ pjcaic

从而我们有：

A =
[
a1 · · · an

]
=
[
ai1 · · · aic

]
p11 · · · p1n

...
...

pc1 · · · pcn


记等式最右面的矩阵为 P,P 是一个 c× n 的矩阵，则有：

row−rank(A) ⩽ row−rank(P) ⩽ c = column−rank(A)
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阶段总结

• 矩阵的列秩和行秩。

• row−rank(A) = column−rank(A) 的一个简单但不深刻的证明

• 方阵的秩与方阵的逆的关系。

矩阵的秩跟解方程有什么关系？

205



方程 Ax = b

令 A 是一个 m× n 的矩阵，并且令其写为如下的形式：

A =
[
a1, . . . an

]
其中每个 ai ∈ Rm.

引理 98.
• 对于任意的 b ∈ Rm：

Ax = b有解 ⇐⇒ b ∈ C(A) = span({a1, . . . an})

即方程 Ax = b 对任意 b ∈ Rm 都有解当且仅当其列秩为 m，即 dim(C(A)) = m。

• 方程 Ax = b 对某些 b ∈ Rm 有两个不同的解当且仅当 a1, . . . an 是线性相关的。

• 方程 Ax = b 对任意 b ∈ Rm 都有唯一解当且仅当：

a1, . . . an是Rm的一组基

即：m = n.
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方程 Ax = b-特殊情况

引理 99.
令 A 是一个 n× n 的矩阵, 下面的叙述是等价的：

1. A 是可逆的。

2. 方程 Ax = b 对任意 b ∈ Rm 都有唯一解.

3. dim(C(A)) = n.

4. 存在矩阵 B 使得 AB = I。

5. 存在矩阵 C 使得 CA = I。

从而我们很自然的得到 A 的逆 A−1 = B = C 满足：

AA−1 = A−1A = I

怎么求 A−1?
我们将使用 Gauss−Jordan 消元法，也就是 Gauss 消元法的一种拓展。 207



矩阵的列秩与行秩 (Column Rank and Row Rank of Matrices)

通过 Gauss−Jordan 消元法来求 A−1



回顾-高斯消元法

来考虑下面的方程组：

x− 2y = 1

3x+ 2y = 11
=⇒

x− 2y = 1(将第一个式子乘以 3)

8y = 8(减去上面的式子消去 x)

新的方程是上三角的 (upper triangular)，类似的，有：

4x− 8y = 4

3x+ 2y = 11
=⇒

4x− 8y = 4(将第一个式子乘以
3

4
)

8y = 8(减去上面的式子消去 x)

• 首元 (pivot)：行中第一个做其他行消去的非零元素。在完成消去后，首元在对角线上。

• 倍数 (multiplier)：用来消去其他行的倍数。
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消元法失败的情况 (I)

例 100.

x− 2y = 1

3x− 6y = 11
=⇒

x− 2y = 1

0y = 8

此时方程没有解。

例 101.

x− 2y = 1

3x− 6y = 3
=⇒

x− 2y = 1

0y = 0

此时方程有无数的解。

当 n 个方程没有 n 个首元的时候，我们就会遇到上面的情况。
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消元法失败的情况 (II)

例 102.

−2y = 1

3x− 6y = 11
=⇒

3x− 6y = 1

−2y = 8

但我们只需要进行一次行变换就可以使得方程继续消元下去。

总结
• 前两个方程组并没有 2 个首元，我们称其是奇异的 (singular)。

• 第三个方程组有 2 个首元，我们称其是非奇异的 (nonsingular)
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从 Ax = b 到 Ux = c


2 4 −2

4 9 −3

2 −2 4



x

y

z

 =


2

8

3

 =⇒


2 4 −2

0 1 1

0 0 4



x

y

z

 =


2

4

8


Ax=b Ux=c

1. 通过第一个方程上的第一个首元将所有后续方程对应位置上的系数全部变成 0。

2. 通过新的第二个方程上的第二个首元将所有后续方程对应位置上的系数全部变成 0。

3-n 重复以上操作找到 n 个首元，最终得到了一个上三角形的矩阵 U。
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回顾：消元的矩阵形式 (I)

消元矩阵 Eij(−k)

1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 1 · · · −k · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1





a1
...
ai
...
aj
...
an


=



a1
...

ai − kaj
...
aj
...
an



引理 103.
E−1
ij (−k) = Eij(k)

当不关心 −k 的具体值得时候，我们后面会省略 −k 来表示这样一类矩阵。 213



回顾：消元的矩阵形式 (II)

置换矩阵 Pij 

1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1





a1
...
ai
...
aj
...
an


=



a1
...
aj
...
ai
...
an



引理 104.
P−1
ij = Pij
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小插曲：A = LU(I)

假设矩阵 A 是 3× 3 的，且消元过程中不需要进行行交换，则我们有：

E32E31E21A = U

一般的，对于 n× n 的情形，且消元过程中不需要进行行交换，则我们有：

En(n−1)En(n−2)E(n−1)(n−2) · · ·E31E21A = U

从而我们有：
A = E21E31 · · ·E(n−1)(n−2)En(n−2)En(n−1)U = LU

这里 L 是一个下三角形矩阵。

215



小插曲：A = LU(II)

关于 Eij 的乘积还有一个有意思的发现：

E32E31E21 =


1 0 0

0 1 0

0 2 1



1 0 0

0 1 0

3 0 1




1 0 0

−3 1 0

0 0 1

 =


1 0 0

−3 1 0

−3 2 1



E21E31E32 =


1 0 0

3 1 0

0 0 1




1 0 0

0 1 0

−3 0 1



1 0 0

0 1 0

0 −2 1

 =


1 0 0

3 1 0

−3 −2 1



如果需要进行行变换，A 和 U 的形式又是怎么样的？
• PA = LU.
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回到解方程-高斯若尔当消元 (I)

高斯消元法告诉我们：

x− 2y− 6z = 1

2z = 4

3x+ 2y = 11

=⇒

x− 2y− 6z = 1

2z = 4

8y+ 18z = 8

=⇒

x− 2y− 6z = 1

8y+ 18z = 8

2z = 4

也就是： 
1 0 0

0 0 1

0 1 0




1 0 0

0 1 0

−3 0 1



1 −2 −6 1

0 0 2 4

3 2 8 11

 =


1 −2 −6 1

0 8 18 8

0 0 2 4


P23 E31

[
A b

]
通过回代，我们就可以得到：

z = 2, y = −3.5, x = 6
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回到解方程-高斯若尔当消元 (II)

x− 2y− 6z = 1

2z = 4

3x+ 2y = 11

=⇒

x− 2y− 6z = 1

2z = 4

8y+ 18z = 8

=⇒

x− 2y− 6z = 1

8y+ 18z = 8

2z = 4

Jordan 继续上述的操作：

=⇒

x− 2y− 6z = 1

8y = −28

2z = 4

=⇒

x− 2y = 13

8y = −28

2z = 4

=⇒

x = 6

8y = −28

2z = 4
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高斯若尔当消元的矩阵形式

换言之，将

x− 2y− 6z = 1

8y+ 18z = 8

2z = 4

进行变换的下述过程：

=⇒

x− 2y− 6z = 1

8y = −28

2z = 4

=⇒

x− 2y = 13

8y = −28

2z = 4

=⇒

x = 6

8y = −28

2z = 4

也可以看成：
1 1

4 0

0 1 0

0 0 1



1 0 3

0 1 0

0 0 1



1 0 0

0 1 −9

0 0 1

P23E31

[
A b

]
=


1 0 0 6

0 8 0 −28

0 0 2 4


E12 E13 E23
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高斯若尔当消元的最后一个步骤

我们最后还有一个步骤：

x = 6

8y = −28

2z = 4

=⇒

x = 6

y = −3.5

z = 2

显然可以用一个对角矩阵来刻画:
1 0 0

0 1
8 0

0 0 1
2

E12E13E23P23E31

[
A b

]
=


1 0 0 6

0 1 0 −3.5

0 0 1 2


D

220



高斯若尔当消元的总结

高斯若尔当消元法的过程：

x− 2y− 6z = 1

2z = 4

3x+ 2y = 11

=⇒

x = 6

y = −3.5

z = 2

也就是： 
1 −2 −6

0 0 2

3 2 0



x

y

z

 =


1

4

11

 =⇒ · · · =⇒


1 0 0

0 1 0

0 0 1



x

y

z

 =


6

−3.5

2


可以被表示为：

DE12E13E23P23E31

[
A b

]
=


1 0 0 6

0 1 0 −3.5

0 0 1 2

 =
[
I x

]
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从 A 到 I

DE12E13E23P23E31

[
A b

]
=


1 0 0 6

0 1 0 −3.5

0 0 1 2

 =
[
I x

]

中，一个关键的点在于

• DE12E13E23P23E31 的选择与 b 无关。

从而对于任意 b ∈ Rn 来说，我们都可以通过如下的方式：

DE12E13E23P23E31

[
A b

]
=
[
I x

]
求解方程 Ax = b
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用高斯若尔当来计算 A−1(I)

重新考察矩阵 A =


1 −2 −6

0 0 2

3 2 0

，如果其是可逆的，则我们可以写出：

A−1 =
[
x1 x2 x3

]
使得：

A−1A = A
[
x1 x2 x3

]
=
[
Ax1 Ax2 Ax3

]
= I

也就是我们得到了三个方程组：

Ax1 =


1

0

0

 = e1, Ax1 =


0

1

0

 = e2, Ax1 =


0

0

1

 = e3,

通过 Gauss−Jordan 消元我们就可以解出上述方程。
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用高斯若尔当来计算 A−1(II)

对于每个方程组：

Ax1 =


1

0

0

 = e1, Ax1 =


0

1

0

 = e2, Ax1 =


0

0

1

 = e3,

我们都有：
DE12E13E23P23E31

[
A ei

]
=
[
I xi

]
也就是：

DE12E13E23P23E31

[
A e1 e2 e3

]
=
[
I x1 x2 x3

]
⇒ DE12E13E23P23E31A = I

从而：

A−1 = IA−1 = DE12E13E23P23E31AA−1 = DE12E13E23P23E31 =
[
x1 x2 x3

]
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高斯若尔当消元法的一个总结

1. 考察一个矩阵：

A =


1 −2 −6

0 0 2

3 2 0


2. 注意到对于任意 b ∈ R3，方程 Ax = b 都有解，这是因为通过高斯消元法可以发现 A

有3 个首元。从而我们通过高斯-若尔当消元法可以解出：

DE12E13E23P23E31

[
A e1 e2 e3

]
=
[
I x1 x2 x3

]
即存在 B =

[
x1 x2 x3

]
使得 AB = I.

3. 另一方面，如果令 C = DE12E13E23P23E31，我们也有 CA = I.

4. 最终我们可以发现 A 是可逆的，并且：

A−1 = B = C = DE12E13E23P23E31
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A−1 的存在性 (I)

定理 105.
令 A 是一个 n× n 的矩阵，则 A−1 存在当且仅当 A 有 n 个首元。

证明. 假设 A 有 n 个首元:

• 通过 Gauss−Jordan 消元法，我们可以解出所有形如 Ax = ei 的方程，即：

D · · ·E · · ·P · · ·E
[
A e1 · · · en

]
=
[
I x1 · · · xn

]
也就是说，令 B =

[
x1 · · · xn

]
，我们有 AB = I.

• 另一方面，令 C = D · · ·E · · ·P · · ·E，我们有 CA = I.
• 从而 A 是可逆的，并且

A−1 = B = C = D · · ·E · · ·P · · ·E
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A−1 的存在性 (II)

另一方面，我们证明，如果存在一个 B 使得 AB = I，则 A 有 n 个首元。反设 A 没有 n 个
首元，这意味着高斯消元法会得到某一行全 0 的情况，即：

E · · ·P · · ·EA =


...
0
...


令 M = E · · ·P · · ·E，注意到 M 是可逆的，但是：

M = MI = MAB =


...
0
...

B

这意味着 M 存在一行全是 0，与 M 是可逆的矛盾。
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阶段总结

引理 106.
令 A 是一个 n× n 的矩阵, 下面的叙述是等价的：

1. A 是可逆的。

2. 方程 Ax = b 对任意 b ∈ Rm 都有唯一解.

3. dim(C(A)) = n.

4. dim(C(AT)) = n.

5. 存在矩阵 B 使得 AB = I。

6. 存在矩阵 C 使得 CA = I。

7. A 有 n 个首元。

• 通过 Gauss−Jordan 消元法求 A−1.
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解线性方程组 (II)(Solving Linear Equations(II))



解线性方程组 (II)(Solving Linear Equations(II))

矩阵的秩



行阶梯形
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2

...
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

⇔


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn




x1

x2
...
xn

 =


b1

b2

...
bm


对于其中每个 i ∈ [m]，我们定义：

ji =

+∞ 如果第 i 行是零行

min{j ∈ [n] : aij 6= 0} o.w.

即 aji 是第 j 行中最左边的不为 0 的系数。

行阶梯形 (Row Echelon Form)
这个方程组，或者说对应的系数矩阵，是行阶梯形的，如果存在 0 ⩽ r ⩽ m 使得：

j1 < j2 < · · · < jr, jr+1 = · · · = jm = +∞
这也意味着该方程组具有r 个首元 a1j1 , . . . ,arjr。 231



行阶梯形的例子

2x1 + 3x2 + 4x3 = 5

1x2 + 2x3 = 3

1x3 = 2

⇔


2 3 4

0 1 2

0 0 1



x1

x2

x3

 =


5

3

2



4x1 − 13x2 + 2x4 = 0

11x2 + x4 = 6
⇔

[
4 −13 0 2

0 11 0 1

]
x1

x2

x3

x4

 =

[
0

6

]

4x1 − 13x2 + 2x4 = 0

11x2 + x4 = 6

0 = 7

⇔


4 −13 0 2

0 11 0 1

0 0 0 0



x1

x2

x3

x4

 =


0

6

7


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高斯消元法的精确描述 (I)

我们维护一个值 r ⩽ m 使得：

R1 第一行到第 r 行已经满足行阶梯形的形式 (Row Echelon Form)，即：

j1 < j2 < · · · < jr ⩽ n

R2 对于矩阵中第 r+ 1 行到第 m 行第 1 列到第 jr 列是一个全零矩阵，即：

aij = 0, ∀i ∈ [r+ 1,m], ∀j ∈ [1, jr]
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高斯消元法的精确描述 (II)

第 1 步
1. 选择最小的 j ∈ [n] 使得第 j 列有非零的元素，如果这样的 j 不存在，意味着 A = O

并且当 r = 0 时 R1, R2 已经满足，算法结束。

2. 选择最小的 i ∈ [m] 使得第 aij 6= 0。

3. 将第 1 行与第 i 行进行交换，交换后我们得到在新的第一行中 a1j 6= 0, 并且对于所
有的 t ∈ [1, j− 1] 都有 a1t = 0，此时我们有：j1 = j.

4. 对每个 i ′ > 1，我们将第 i ′ 行替换成：

(row i ′) −
ai′j

a1j
(row 1)

替换之后我们有对于所有的 i ′ > 1，ai′j = 0。

显然此时对于 r = 1，R1 和 R2 都是满足的。
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高斯消元法的精确描述 (III)

第 i+ 1 步
此时矩阵对于 r = i，R1 和 R2 都是满足的，我们继续进行下一步：

1. 选择最小的 j ∈ [ji + 1,n] 使得存在 i ′ ∈ [i+ 1,m] 使得 ai′j 6= 0，如果这样的 j 不存
在，算法结束。

2. 选择最小的 i ′ ∈ [i+ 1,m] 使得第 ai′j 6= 0。

3. 将第 i+ 1 行与第 i ′ 行进行交换，交换后我们得到在新的第 i+ 1 行中 a(i+1)j 6= 0,
并且对于所有的 t ∈ [1, j− 1] 都有 a(i+1)t = 0，此时我们有：ji+1 = j.

4. 对每个 i ′ > i+ 1，我们将第 i ′ 行替换成：

(row i ′) −
ai′j

a(i+1)j
(row (i+ 1))

替换之后我们有对于所有的 i ′ > i+ 1，ai′j = 0。

显然此时对于 r = i+ 1，R1 和 R2 都是满足的。
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一个例子 (I)
考察这样一个矩阵：

A =


0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 2 4 2 0

0 −2 −1 0 2


第一步的具体过程

⇒


0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 2 4 2 0

0 −2 −1 0 2

 ⇒

0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 −2 −1 0 2

 ⇒

0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 −2 −1 0 2



⇒


0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 −2 −1 0 2

 ⇒

0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 0 3 2 2

 ⇒

0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 0 3 2 2


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一个例子 (II)

第二步的具体过程
0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 0 3 2 2

 ⇒

0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 0 3 2 2

 ⇒

0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 3 2 2



⇒


0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 3 2 2

 ⇒

0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 1
2

 ⇒

0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 1
2


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一个例子 (III)

第三步的具体过程
0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 1
2

 ⇒

0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 1
2

 ⇒

0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 1
2



⇒


0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 0

 ⇒

0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 0


此时我们有：

j1 = 2, j2 = 3, j3 = 5
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矩阵的秩

引理 107.
给定一个 m× n 的矩阵 A，高斯消元法将 A 变成一个有 r 个首元的行阶梯形矩阵 U。

我们利用首元的个数来定义矩阵的秩。

定义 108 [矩阵的秩 (Rank)].
给定一个 m× n 的矩阵 A，其秩 (rank) 定义为：

rank(A) = 矩阵 A 的首元的个数 = r

定理 109.

rank(A) = row−rank(A) = column−rank(A)
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行最简形
为了证明定理109，我们考虑行最简形矩阵。

行最简形 (Reduced Row Echelon Form)
回顾一个 m× n 矩阵 A，定义：

ji =

+∞ 如果第 i 行是零行

min{j ∈ [n] : aij 6= 0} o.w.

则称 A 是行最简形的 (Reduced Row Echelon Form)，如果：

1. 其是行阶梯形的，即存在 0 ⩽ r ⩽ m 使得：

j1 < j2 < · · · < jr, jr+1 = · · · = jm = +∞
2. a1j1 = · · · = arjr = 1，即所有的首元都是 1。

3. 对于所有的 l ∈ [1, r], i ∈ [1, l− 1] ∪ [l+ 1,m]，我们都有 aijl = 0，即在首元的那一
列中，除了首元之外的所有元素都是 0。

240



行最简形的例子



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


,



1 0 0 0 0

0 1 0 3 0

0 0 1 4 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0


,



1 1 0 3 4 0

0 0 1 2 3 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


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高斯若尔当消元法

定理 110.
高斯若尔当消元法会将矩阵 A 变成一个行最简形矩阵 R。

定理 111.
我们有：

1. rank(A) = rank(R).

2. rank(R) = column−rank(R) = row−rank(R).
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行变换

我们知道高斯若尔当消元法是通过一系列的行变换来实现的，其中一共有三种行变换：

1. 行加法（Row Addition）。

2. 行交换（Row Exchange）。

3. 行乘法（Row Multiplication）。

我们称其为初等行变换 (Row Elementary Operations)。

243



回顾：行加法

EiJ(−k)A =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 1 · · · −k · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1





a1
...
ai
...
aj
...
an


=



a1
...

ai − kaj
...
aj
...
an



引理 112.
E−1
ij (−k) = Eij(k)
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回顾：行交换

PijA =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1





a1
...
ai
...
aj
...
an


=



a1
...
aj
...
ai
...
an



引理 113.
P−1
ij = Pij

245



回顾：行乘法

Di(k)A =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · k · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1





a1
...
ai
...
aj
...
an


=



a1
...

kai
...
aj
...
an



引理 114.
Di(k)

−1 = Di(
1
k
)
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行变换的性质 (I)

定理 115.
初等行变换不改变矩阵的行秩和列秩。

证明. 我们先来证明行变换不改变矩阵的行秩。事实上，令 A =
[
aT1 aTi · · · aTm

]T
，即

令其写成行向量的形式，这里 ai 是 1× n 的行向量。则经过一次初等行变换后，矩阵会变
成如下的形式：

A ′ =



a ′
1

...
a ′
i

...
a ′
m


=



a1
...

kai
...

am


或者



a1
...

ai − kaj
...

am


或者



a1
...
aj
...
ai
...

am


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行变换的性质 (II)

A ′ =



a ′
1

...
a ′
i

...
a ′
m


=



a1
...

kai
...

am


或者



a1
...

ai − kaj
...

am


或者



a1
...
aj
...
ai
...

am


我们有：

C(AT) = span({a1, . . . , ai, . . . , aj, . . . , am})

= span({a1, . . . , aj, . . . , ai, . . . , am})

= span({a1, . . . , kai, . . . , aj, . . . , am})

= span({a1, . . . , ai − kaj, . . . , aj, . . . , am})

即：
row−rank(A) = dim(C(AT)) = dim(C(A ′T)) = row−rank(A ′)
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行变换的性质 (III)

我们现在来考虑列秩。

• 事实上，由于我们已经证明列秩和行秩是相等的，所以我们已经可以得到列秩不改变的
结论。

• 但我们依旧想直接证明一下。我们只在这里考虑列交换的情况，其他的情况大家可以自
行练习。

我们将 A 写成列向量的形式：

A =



a11 · · · a1n

...
. . .

...
ai1 · · · ain

...
. . .

...
aj1 · · · ajn

...
. . .

...
am1 · · · amn


=
[
a1 · · · ai · · · aj · · · an

]
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行变换的性质 (IV)

交换第 i 行和第 j 行后：

A ′ =



a11 · · · a1n

...
. . .

...
aj1 · · · ajn

...
. . .

...
ai1 · · · ain

...
. . .

...
am1 · · · amn


=
[
a ′
1 · · · a ′

i · · · a ′
j · · · a ′

n

]

• 我们比较一下 ai 和 aj：

ai =
[
ai1 . . . aik . . . ajk . . . ain

]T
a ′
i =

[
ai1 . . . ajk . . . aik . . . ain

]T
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行变换的性质 (V)

我们现在需要证明：

dim(span({a1, . . . , an})) = dim(span({a ′
1, . . . , a ′

n}))

我们可以发现，对于任意的 t ∈ [n], 1 ⩽ k1 ⩽ k2 ⩽ · · · ⩽ kt ⩽ n 和任意的 c1, . . . , ct ∈ R，
我们有： ∑

l∈[t]

clakl
= 0 ⇔

∑
l∈[t]

cla ′
kl

= 0

也就是说:

• ak1
, . . . akt

是线性相关的当且仅当 a ′
k1
, . . . a ′

kt
是线性相关的。

• ak1
, . . . akt

是 span(a1, . . . , an) 的一组基当且仅当 a ′
k1
, . . . a ′

kt
是 span(a ′

1, . . . , a ′
n) 的

一组基。

从而：

dim(C(A)) = dim(span({a1, . . . , an})) = dim(span({a ′
1, . . . , a ′

n})) = dim(C(A ′))
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定理109的证明
让我们回到定理109。

定理 109.

rank(A) = row−rank(A) = column−rank(A)

证明.

1. 我们将 A 变成行阶梯形矩阵 U，并且假设其有 r 个首元，则 rank(A) = r。
2. 进一步我们将 U 变换成行最简形，得到 R，其还是有 r 个首元。
3. rank(R) = column−rank(R) = row−rank(R) = r = rank(A).
4. 注意到我们只使用了初等行变换，从而：

column−rank(A) = column−rank(R), row−rank(A) = row−rank(R)

即：
rank(A) = row−rank(A) = column−rank(A)
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阶段总结

• 矩阵的秩 rank(A) = 矩阵的首元个数。

• rank(A) = row−rank(A) = column−rank(A).

引理 116.
令 A 是一个 n× n 的矩阵, 下面的叙述是等价的：

1. A 是可逆的。

2. 方程 Ax = b 对任意 b ∈ Rm 都有唯一解.

3. rank(A) = n.

4. column−rank(A) = n.

5. row−rank(A) = n.

6. 存在矩阵 B 使得 AB = I。

7. 存在矩阵 C 使得 CA = I。
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关于方程 Ax = b

当 A 是可逆矩阵的时候，我们已经足够清楚 Ax = b 的解了。

问题 117.
那对于任意的 A，比如 A 不是可逆的，或者说 A 不是方阵的情况那？
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解线性方程组 (II)(Solving Linear Equations(II))

Ax = 0 的解



回顾：矩阵的零空间

定义 118 [零空间 (Null Space)].
给定一个 m× n 的矩阵 A，定义其零空间 N(A) 为：

N(A) = {x | Ax = 0}

即 N(A) 是所有满足 Ax = 0 的 x 的集合。

定理 119.
零空间 N(A) 是 Rn 的一个子空间。

256



dim(N(A))

引理 120.
N(A) ⊆ Rn，从而 dim(N(A)) ⩽ n.

引理 121.
dim(C(A)) = n 当且仅当 dim(N(A)) = 0。

说明
事实上，这是线性代数基本定理的一个特殊情况：

dim(C(A)) + dim(N(A)) = n
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引理120的证明

证明. 令
A =

[
a1 · · · an

]
则我们有：

dim(C(A)) = dim(span({a1, . . . , an})) = n

⇔ a1, . . . , an是 C(A) 的一组基

⇔ a1, . . . , an线性无关

⇔ N(A) = Z0

⇔ dim(N(A)) = 0

问题 122.
一般情况下怎么去计算 N(A) 的一组基。特别的 dim(N(A))？
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一些例子 (I)

x+ 2y = 0

2x+ 4y = 0
=⇒

x+ 2y = 0

0 = 0

我们称 y 是自由的 (free)。所以：

N(A) = {(−2y,y) | y ∈ R}

我们称下列的解是特解 (special solution)：

s =

[
−2

1

]

• s 是将 y 设为 1 得到的解。
• N(A) 由所有 s 的线性组合构成，即：

N(A) = span({s})
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一些例子 (II)

x+ 2y+ 3z = 0, i.e.
[
1 2 3

]
x

y

z

 = 0

在这个例子中 y 和 z 都是自由变量。所以我们可以选择两个特解:

s1 =


−2

1

0

 , s2 =


−3

0

1


同样我们有:

N(A) = span({s1, s2})
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求零空间的思路

1. 将矩阵 A 变成行阶梯形矩阵 U(Row echelon form)。

2. 寻找到 U 的特解。

例 123.
让我们从这几个例子再思考一下。

A =

[
1 2

3 8

]
, B =

[
A

2A

]
=


1 2

3 8

2 4

6 16

 , C =
[
A 2A

]
=

[
1 2 2 4

3 8 6 16

]
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矩阵 A 和矩阵 B

矩阵 A

Ax =

[
1 2

3 8

][
x1

x2

]
=

[
0

0

]
=⇒

[
1 2

0 2

][
x1

x2

]
=

[
0

0

]
=⇒

[
x1

x2

]
=

[
0

0

]
从而我们有：

N(A) = Z0 = {0}

矩阵 B

Bx =


1 2

3 8

2 4

6 16


[
x1

x2

]
=


0

0

0

0

 =⇒


1 2

0 2

0 0

0 0


[
x1

x2

]
=


0

0

0

0

 =⇒

[
x1

x2

]
=

[
0

0

]

从而我们有：
N(B) = Z0 = {0} 262



矩阵 C

Cx =

[
1 2 2 4

3 8 6 16

]
x1

x2

x3

x4

 =


0

0

0

0

 =⇒

[
1 2 2 4

0 2 0 4

]
x1

x2

x3

x4

 =


0

0

0

0


这里存在两个自由变量：

{x3, x4}

我们从而可以选择两个特解：

s1 =


−2

0

1

0

 , s2 =


0

−2

0

1


使得：

N(C) = span({s1, s2})
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首元列和自由列

Cx =

[
1 2 2 4

3 8 6 16

]
x1

x2

x3

x4

 =


0

0

0

0

 =⇒

[
1 2 2 4

0 2 0 4

]
x1

x2

x3

x4

 =


0

0

0

0


在其行阶梯形中： [

1 2 2 4

0 2 0 4

]

• 我们称首元 (pivot) 所在的列为首元列 (pivot column)，对应的变量 x1, x2 称为主变量
(pivot variables)

• 剩余的列则称为自由列 (free columns)，对应的变量 x3, x4 称为自由变量 (free
variables)
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行最简形下的首元列视角 (I)

[
1 2 2 4

0 2 0 4

]
⇒

[
1 0 2 0

0 1 0 2

]
在行最简形 (Reduced Row Echelon Form) 下，所有的主元列构成了一个 r× r 的单位矩阵，
其中 r = rank(A).

问题 124.
通过不同的初等行变换，我们是否可以得到不同的首元列和自由列？
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行最简形下的首元列视角 (II)

A =


p p f p f

| | | | |

| | | | |

| | | | |

 =⇒ R =


1 0 a 0 c

0 1 b 0 d

0 0 0 1 e

0 0 0 0 0


3 个首元列 p

2 个自由列 f

rank r = 3

从而 Ax = 0 等价于：
1 0 a 0 c

0 1 b 0 d

0 0 0 1 e

0 0 0 0 0





x1

x2

x3

x4

x5


= 0, i.e.

x1 + ax3 + cx5 = 0

x2 + bx3 + dx5 = 0

x4 + ex5 = 0
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主变量和自由变量


1 0 a 0 c

0 1 b 0 d

0 0 0 1 e

0 0 0 0 0





x1

x2

x3

x4

x5


= 0, i.e.

x1 + ax3 + cx5 = 0

x2 + bx3 + dx5 = 0

x4 + ex5 = 0

我们有：

首元 自由变量
x1, x2, x4 x3, x5

也即，x3, x5 是可以任意选择的，而 x1, x2, x4 则由 x3, x5 决定：

x1 = −ax3 − cx5,

x2 = −bx3 − dx5,

x4 = −ex5
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特殊解

x1 = −ax3 − cx5,

x2 = −bx3 − dx5,

x4 = −ex5

通过选择自由解 (x3, x5) ∈ {(1, 0), (0, 1)} 我们得到了两个特殊解：

s1 =



−a

−b

1

0

0


, s2 =



−c

−d

0

−e

1


并且所有 Ax = 0 的解都可以表示成 s1, s2 的线性组合（为什么？），即：

N(A) = N(R) = span({s1, s2})
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关于 Ax = 0 一般的描述 (I)

一般来说，令 A 是 m× n 的矩阵，我们考虑 Ax = 0 的解。我们先使用 Gauss−Jordan 消
元法将 A 转化成行最简形 R，即：

Ax = 0 ←→


0 · · · b1j1 · · · b1n

0 · · · 0 · · · b2n

0
...

...
. . .

...
0 · · · 0 · · · 0





x1
...

xj1
...
xn


= 0

其 rank(A) = r 意味着存在 r 个首元：

b1j1 = b2j2 = · · · = brjr = 1

也就是

首元 自由变量
xj1 , xj2 , · · · , xjr x1, · · · , xj1−1, xj1+1, · · · , xj2−1, · · · , xjr+1, · · · , xn 269



关于 Ax = 0 一般的描述 (II)

Rx = 0 对应的方程组为：

xj1 + b1,j1+1xj1+1 + · · ·+ b1,j2−1xj2−1 + b1,j2+1xj2+1 + · · ·+ b1nxn = 0

xj2 + b2,j2+1xj2+1 + · · ·+ b2nxn = 0

...

xjr + · · ·+ brnxn = 0

从而我们可以构造出n− r 个特殊解：

s1 =



1
...
0

0

0
...
0


, · · · , sj1−1 =



0
...
1

0

0
...
0


, · · · , sj1+1 =



0
...
0

−b1,j1+1

1
...
0


, · · · ,
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线性代数的基本定理，第一部分

这意味着：

N(A) = N(R) = span({s1, · · · , sj1−1, sj1+1, · · · , sj2−1, · · · , sjr+1, · · · , sn})

定理 125.
对于任意的 m× n 的矩阵 A，我们有：

rank(A) + dim(N(A)) = n

定理 126 [Fundamental Theorem of Linear Algebra, Part I].
令 A 是一个 m× n 的矩阵并且 rank(A) = r，则：

1. dim(C(A)) = dim(C(AT)) = r。

2. dim(N(A)) = n− r, dim(N(AT)) = m− r。
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阶段总结

• 零空间的基的计算。

• 线性代数的基本定理，第一部分

所以我们目前对于 Ax = 0 的解已经有了一个比较清晰的认识。

问题 127.
那对于 Ax = b 的解呢？
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解线性方程组 (II)(Solving Linear Equations(II))

Ax = b 的解



三个问题

1. 什么时候 Ax = b 有解？

2. 如果 Ax = b 有解，其解的结构是什么？

3. 怎么计算 Ax = b 的解？

回顾
当 b = 0 的时候，我们已经有了一个比较清晰的认识。其解的结构就是 N(A)，一个维度
为 n− rank(A) 的 Rn 的子空间。
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第一个问题 (I)

定理 128.
Ax = b 有解当且仅当 b ∈ C(A)

定理 129.
Ax = b 有解当且仅当

rank(A) = rank(
[
A b

]
)
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第一个问题 (II)

证明. 将 A 写成列向量的形式，即：

A =
[
a1 · · · an

]
则我们有：

Ax = b 有解

⇐⇒ b ∈ C(A) = span({a1, · · · , an})

⇐⇒ span({a1, · · · , an}) = span({a1, · · · , an,b})

⇐⇒ dim(span({a1, · · · , an})) = dim(span({a1, · · · , an,b}))

⇐⇒ column−rank(A) = column−rank(
[
A b

]
)

⇐⇒ rank(A) = rank(
[
A b

]
)
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第二个问题

现在我们来考察 Ax = b 的解的结构，假设 xp 是其一个解，即 Axp = b，我们也称其为特
解 (particular solution)。

定理 130.

Ax = b ⇐⇒ x− xp ∈ N(A)

证明. 只需注意到：
A(x− xp) = Ax−Axp = b− b = 0
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Ax = b 的通解 (I)

事实上，令 xp 为 Ax = b 的任一特解，令：

s1, . . . , sl

是 Ax = 0 的一组特殊解，即其零空间 N(A) 的一组基，从而 l = n− rank(A)。则任何一个
Ax = b 的解都可以表示为：

x = xp + c1s1 + · · ·+ clsl

即一个特解 + 一个齐次解 (Ax = 0) 的形式。
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Ax = b 的通解 (II)

注意到 A 的秩 r 应当满足：

r = rank(A) = column−rank(A) ⩽ min{m,n}

从而我们有：

m n dim(N(A)) Ax = b 的解的个数
= r = r 0 1

= r > r ⩾ 1 ∞
> r = r 0 0 or 1

> r > r ⩾ 1 0 or ∞
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怎么计算 Ax = b 的解

对其增广矩阵使用 Gauss−Jordan： [
A b

]
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正交和投影 (Orthogonality and Projection)



正交和投影 (Orthogonality and Projection)

正交性



Ax = 0 的解与行空间 A

我们来从几何的角度来看 Ax = 0 的解。记矩阵 A 的形式如下：

A =


aT1
...

aTm


则每个 ai 可以视作一个 n× 1 的矩阵，即：

ai =


ai1

...
ain


则对于任意 x =

[
x1 · · · xn

]T
∈ Rn 有：

Ax = 0⇐⇒ ai1x1 + · · ·+ ainxn = 0 对于任一 i ∈ [m]

⇐⇒ 对于任一 i ∈ [m] ai · x = 0，即 x 与 ai 都是垂直 (正交)的。

⇐⇒ 对于任一 i ∈ [m] aTix = 0
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Ax = 0 的解的几何性质 (I)

定理 131.
给定一个矩阵 A，其行空间 C(AT) 和零空间 N(A) 是正交的 (orthogonal)，即对于任意
的 u ∈ C(AT) 和 v ∈ N(A)，我们都有：

u · v = uTv = 0

特别的，其逆命题也是成立的，即如果存在 v ∈ Rn 满足 v 与 C(AT) 中的任何一个 u 都
是垂直的，则：

Av = 0, 即：v ∈ N(A)
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Ax = 0 的解的几何性质 (II)

定理131的证明. 记 A 是之前的形式：

A =


aT1
...

aTm



则 u ∈ C(AT) 等价于存在 c =

 c1
...cm

 ∈ Rm 使得：

u = c1a1 + · · ·+ cmam = ATc

从而对于任意 v ∈ N(A) 有：

u · v = uTv = (ATc)Tc = cTAv = cT0 = 0
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正交的子空间

定义 132 [Orthogonal Subspaces].
令 n ⩾ 0，V 和 W 是 Rn 的两个子空间，我们称 V 和 W 是正交的 (orthogonal)，记作：

V ⊥W

如果每个 V 中的向量 v 和 W 中的任何一个向量 w 都是垂直的 (perpendicular)，即：

v ·w = vTw = 0

我们同样用 v⊥w 来表示 v ·w = 0

例 133.
• {(x, 0) | x ∈ R} 和 {(0,y) | y ∈ R} 是正交的。

• 任何一个向量空间 V 和 Z = {0} 都是正交的。

• {(x, 0, 0) | x, z ∈ R} 和 {(0,y, z) | y, z ∈ R} 是正交的。
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基与正交的关系 (I)

令 V 和 W 是 Rn 的两个子空间：

• V 的一组基为 {v1, · · · , vk}

• W 的一组基为 {w1, · · · ,wl}。

如果 V 和 W 是正交的，显然这两组向量是互相正交的，那么问题反过来呢？

定理 134.
V⊥W 当且仅当对任意的 i ∈ [k], j ∈ [l] 我们有：vi⊥wj.
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基与正交的关系 (II)
定理134的证明. 我们只需证明⇐的方向，另一边直接由定义可得。
假设对于任意的 vi 和 wj，我们有：vi⊥wj，则对于任意的 v ∈ V 和 w ∈W，存在 a ∈ Rk

和 b ∈ Rl 满足：
v =

[
v1 · · · vk

]
a, w =

[
w1 · · · wl

]
b

从而：

v ·w = vTw = aT


vT1
...
vTk

[w1 · · · wl

]
b

= aT


vT1w1 · · · vT1wl

...
. . .

...
vTkw1 · · · vTkwl

b

= aT


0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

b = 0
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C(AT)⊥N(A) 的另一个证明

我们利用定理134来给出 C(AT)⊥N(A) 的另一个证明。

1. 记 AT 的列向量为 a1, · · · , am，则可以从中选出 C(AT) 的一组基：

{ai1 , · · · , air }

其中 r = rank(A).

2. 类似的选出 N(A) 的一组基：
{x1, · · · , xn−r}

3. 对任意的 k ∈ [r] 和 j ∈ [n− r] 我们有：aik⊥xj.

直观理解
C(A) 和 N(A) 可以看成将 Rn 分解成了两个正交的子空间。
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正交补

定义 135 [Orthogonal Complements].
令 V 是 Rn 的一个子空间，我们称 V 的正交补 (orthogonal complement) 为：

V⊥ = {v ∈ Rn | v⊥u, 对于任意的 u ∈ V}

例 136.
• 考察 R2 的子空间 {(c, 0) | c ∈ R}，其正交补为：{(0, c) | c ∈ R}

• 考察 R2 的子空间 {(c, 2c) | c ∈ R}，其正交补为：{(−2c, c) | c ∈ R}

• 考察 R3 的子空间 {(x,y, z) | x+ y+ z = 0}，其正交补为：{(c, c, c) | c ∈ R}
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正交补的性质

引理 137.
令 V 是 Rn 的一个子空间，则：

1. V⊥ 是一个子空间。

2. V⊥V⊥。

3. 令 W 是 Rn 的子空间，如果 W⊥V，则 W ⊆ V⊥，即 V⊥ 是最大的与 V 正交的子空
间。

4. (V⊥)⊥ = V。
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线性代数基本定理，第二部分

定理 138 [Fundamental Theorem of Linear Algebra, Part II].
令 A 是一个 m× n 的矩阵，则其零空间 N(A) 是行空间 C(AT) 的正交补，即：

N(A) = (C(AT))⊥

我们再来从几何的角度理解一下矩阵 A。
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关于矩阵 A 的空间

我们已经介绍了矩阵 A 的四个空间：

1. C(A)：A 的列空间，即所有的 Ax 的集合。

2. N(A)：A 的零空间，即 Ax = 0 的解的集合。

3. C(AT)：A 的行空间，即所有的 ATy 的集合。

4. N(AT)：AT 的零空间，即 ATx = 0 的解的集合。

我们同样引入 AT 的零空间 N(AT)，其是 ATy = 0 的解的集合，即：

yTA = 0

的解的集合，我们称其为 A 的左零空间 (Left Nullspace)。
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线性代数基本定理

我们再来回顾一下线性代数基本定理：

定理 138 [Fundamental Theorem of Linear Algebra, Part I].
令 A 是一个 m× n 的矩阵并且 rank(A) = r，则：

1. dim(C(A)) = dim(C(AT)) = r。

2. dim(N(A)) = n− r, dim(N(AT)) = m− r。

定理 138 [Fundamental Theorem of Linear Algebra, Part II].
令 A 是一个 m× n 的矩阵，则：

1. N(A) = (C(AT))⊥

2. N(AT) = (C(A))⊥
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矩阵 A 的空间理解 (I)

m× n 的矩阵 A 的四个空间

A 的行空间 A 的列空间

A 的零空间 AT 的零空间

Rn 的子空间 Rm 的子空间

90◦ 90◦

维数 = r

维数 = n− r 维数 = m− r

维数 = r
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矩阵 A 的空间理解 (II)

m× n 的矩阵 A 的四个空间

A 的行空间 A 的列空间

A 的零空间 AT 的零空间

Rn 的子空间 Rm 的子空间

90◦ 90◦

维数 = r

维数 = n− r 维数 = m− r

维数 = r

行空间的元素 Axrow = b

零空间的元素 Axnull = 0
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称作”补“的原因

我们考虑 R2 的子集：
V = {(x, 0) | x ∈ R}

其正交补为：
V⊥ = {(0,y) | y ∈ R}

注意到：R 6= V ∪ V⊥，但每个 (x,y) ∈ R 都可以表示为：

(x,y) = (x, 0) + (0,y)

引理 139.
令 V 是 Rn 的一个子空间，则对于任一 x ∈ Rn，我们都存在唯一的 v ∈ V 和 v⊥ ∈ V⊥

使得：
x = v+ v⊥

换句话说，
Rn = V+ V⊥ = {u+ v | u ∈ V and v ∈ V⊥} 297



矩阵 A 的空间理解 (III)

m× n 的矩阵 A 的四个空间

A 的行空间 A 的列空间

A 的零空间 AT 的零空间

Rn 的子空间 Rm 的子空间

90◦ 90◦

维数 = r

维数 = n− r 维数 = m− r

维数 = r

xr

xn

b

x = xr + xn

Axr = b

Ax = b

Axn = 0
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关于引理140

引理 140.
令 V 是 Rn 的一个子空间，则对于任一 x ∈ Rn，我们都存在唯一的 v ∈ V 和 v⊥ ∈ V⊥

使得：
x = v+ v⊥

换句话说，
Rn = V+ V⊥ = {u+ v | u ∈ V and v ∈ V⊥}

说明
1. 我们需要一些额外的手段(投影，Projection)来证明上述结论，也就是我们接下来要

讨论的内容。

2. 作为一个作业，你们被要求先来尝试证明其唯一性。
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阶段总结

• 正交的概念。子空间正交。

• 正交补的概念。线性代数基本定理的第二部分。

• 矩阵的四个空间的几何直观。

• 正交补的性质，待证明的引理140。
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正交和投影 (Orthogonality and Projection)

投影



正交和投影 (Orthogonality and Projection)

投影到一条直线



投影到一条直线

假设一条线的方向是 a = (a1, · · · ,am)。考虑任一个向量 b = (b1, · · · ,bm)，我们希望在这
条直线上找到 p，使得 p 到 b 的距离最小。

b

误差 e

p

a
θ

寻找最小的 e
关键在于发现 b 和 p 的最小误差是与 a(p) 垂直的。我们称 p 是 b 在 a 上的投影。
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投影的计算 (I)
假设：

p = x̂a

则 e = b− p，注意到 e⊥a，则我们有：

0 = a · e = aT(b− p) = aT(b− x̂a) = aTb− x̂aTa

从而我们有：

x̂ =
aTb
aTa

即我们所需要求的投影 p 为：

p =
aTb
aTa

a

另一个算法
注意到：p = ∥p∥

∥a∥a，‖p‖ = ‖b‖ cos θ 以及 cos θ = aTb
∥a∥∥b∥，我们有：

x̂ =
‖b‖ cos θ
‖a‖

=
‖b‖
‖a‖

a · b
‖a‖‖b‖

=
a · b
‖a‖2

=
aTb
aTa
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最小误差的证明 (不使用 cos θ)

我们来证明，当误差最小的时候恰好为 e 与 p 垂直的时候：

‖b− xa‖2 = ‖b− p+ p− xa‖2

= ‖b− p‖2 + ‖p− xa‖2 + 2(b− p) · (p− xa)

= ‖b− p‖2 + ‖x̂a− xa‖2 + 2(b− p) · (x̂a− xa)

= ‖b− p‖2 + (x̂− x)2‖a‖2 + 2(x̂− x)(b− p) · a

= ‖b− p‖2 + (x̂− x)2‖a‖2

⩾ ‖b− p‖2

最后一个不等式等号成立当且仅当 x = x̂，所以我们得到 p 是 a 方向这条线上唯一的一个点
使得其与 b 的距离是最近的。
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一些例子

例 141.

1. 对于 b = a =

[
2

3

]
来说，其投影 p =

[
2

3

]

2. 对于 b =

[
3

−2

]
, a =

[
2

3

]
来说，其投影 p =

[
0

0

]

3. 对于 b =


1

1

1

和 a =


1

2

2

来说，aTb = 5, ‖a‖2 = 9，从而其投影 p 为：

p = x̂a =
aTb
aTa

a =
5

9
a =


5
9
10
9
10
9


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投影矩阵 P

给定 a ∈ Rm 和 b ∈ Rm，前面我们已经给出了 b 在 a 上的投影 p，是否可以找到一个矩阵
P，使得我们有：

Pb = p

解 142.

P =
aaT

aTa
这里 P 是一个 m×m 的矩阵。

证明.

Pb =
aaT

aTa
b =

aaTb
aTa

=
aTba
aTa

=
aTb
aTa

a = p

说明
注意 aTb 既可以当成 1× 1 的矩阵，也可以当成是一个 R 中的数。
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误差投影矩阵

回顾投影的误差是：
e = b− p

从而当 P 是投影矩阵的时候，我们有：

(I− P)b = Ib− Pb = b− p

注意到 e 是与 p 垂直的，从而 I− P 是一个将 b 投影到与 a 正交的子空间的投影矩阵。

308



正交和投影 (Orthogonality and Projection)

投影到一个子空间



投影到一个子空间
我们现在来考虑对一个子空间的投影。令 a1, · · · , an ∈ Rm 是线性无关的，即他们是下列子
空间的一组基：

V = span({a1, · · · , an})

与到一条线的投影相同，b 到 V 的投影应该是：

V 中离 b 最近的元素 (可能是唯一的？)

也就是说，我们需要寻找到 V 中的一个向量 p：

p = x̂1a1 + · · ·+ x̂nan

使得 ‖b− p‖最小

记号
记 x̂ = (x̂1, . . . , x̂n) 和 A =

[
a1 · · · an

]
，则我们有：

p = Ax̂

这里 A 是一个 m× n 的矩阵。
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p 的计算-误差向量 e(I)

令
e = b− p = b−Ax̂

我们首先证明：
e⊥V

证明. 对于任意的 v ∈ V，我们有：
v = Ay

从而：
‖b− v‖2 = ‖b−Ay‖2

= ‖b−Ax̂+Ax̂−Ay‖2

= ‖e‖2 + ‖A(x̂− y)‖2 + 2e ·A(x̂− y)

= ‖e‖2 + ‖A(x̂− y)‖2

⩾ ‖e‖2
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p 的计算-误差向量 e(II)

这也意味着：
e⊥a1, · · · , e⊥an

从而我们有： 
aT1(b−Ax̂) = 0
...

aTn(b−Ax̂) = 0

即：
AT(b−Ax̂) = 0
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p 的计算-投影矩阵 P

我们可以看到：
AT(b−Ax̂) = 0 ⇐⇒ ATAx̂ = ATb

注意到 A 是一个 m× n 的矩阵:

A =
[
a1 · · · an

]
并且其列向量是线性无关的，则 ATA 是 n×n 的矩阵，并且如果我们可以证明 ATA 是可逆
的，则我们有：

x̂ = (ATA)−1ATb

并且我们可以得到 b 到 V(= span{a1, · · · , an}) 的投影为：

p = Ax̂ = A(ATA)−1ATb

对应的投影矩阵为：
P = A(ATA)−1AT
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一个例子

考虑 R3，考虑矩阵 A =


1 0

1 1

1 2

的列空间和 b =


6

0

0

，我们来计算其投影和对应的投影矩

阵。

1. ATA =

[
3 3

3 5

]
, ATb =

[
6

0

]
2. 解方程：ATAx̂ = ATb: [

3 3

3 5

][
x̂1

x̂2

]
=

[
6

0

]
可得：x̂ = (x̂1, x̂2) = (5,−3)

3. 其投影 p = Ax̂ =


5

2

−1

，误差为 e = b− p =


1

−2

1

，投影矩阵 P = 1
6


5 2 −1

2 2 2

−1 2 5


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ATA 的可逆性 (I)

现在我们来证明 ATA 的可逆性，注意到：

A =
[
a1 · · · an

]
并且其列向量是线性无关的，所以其是列满秩的。

定理 143.
令 A 是一个 m× n 的矩阵，并且 rank(A) = n，则 ATA 是可逆的。
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ATA 的可逆性 (II)

定理143的证明. 我们证明:column−rank(ATA) = n，即等价的：

ATAx = 0 只有 0 一个解。

事实上，我们有：

ATAx = 0 =⇒ xTATAx = 0

⇐⇒ (Ax)TAx = 0

⇐⇒ Ax ·Ax = 0

⇐⇒ ‖Ax‖ = 0

⇐⇒ Ax = 0

⇐⇒ x = 0 (这是因为 rank(A) = n)
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投影计算总结

1. 我们的目标是计算 b 到下列空间：

V = span({a1, . . . , an})

的投影 p，其中 a1, . . . , an 是线性无关的，p ∈ V.

2. 我们令 p ∈ V 是满足其误差 e = b− p 与 V 垂直的向量。我们证明了，对于任意的
v ∈ V:

‖b− v‖ = min
u∈V
‖b− u‖ ⇐⇒ v = p

3. 我们得到了相应的投影矩阵 P = A(ATA)−1AT，即：

p = Ax̂ = A(ATA)−1ATb

并且我们证明了当 rank(A) = n 时 (ATA)−1 是存在的，这也说明了 p 的唯一性。
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回到引理140

引理 140.
令 V 是 Rn 的一个子空间，则对于任一 x ∈ Rn，我们都存在唯一的 v ∈ V 和 v⊥ ∈ V⊥

使得：
x = v+ v⊥

换句话说，
Rn = V+ V⊥ = {u+ v | u ∈ V and v ∈ V⊥}

证明. 令 a1, · · · , ak 表示 V 的一组基，并且：

A =
[
a1 · · · ak

]
则对于任意的 x ∈ Rn，令 u = A(ATA)−1ATx，则我们有：

x = u+ (x− u), u ∈ V, x− u ∈ V⊥

318



矩阵 A 的空间理解 (III)
m× n 的矩阵 A 的四个空间

A 的行空间 A 的列空间

A 的零空间 AT 的零空间

Rn 的子空间 Rm 的子空间

90◦ 90◦

维数 = r

维数 = n− r 维数 = m− r

维数 = r

xr

xn

b

x = xr + xn

Axr = b

Ax = b

Axn = 0
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阶段总结

• 投影到一条直线:

p =
aTb
aTa

a, P =
aaT

aTa
• 投影到一个子空间:

p = Ax̂ = A(ATA)−1ATb, P = A(ATA)−1AT
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关于没有解的方程 Ax = b

最后让我们回到方程 Ax = b。

问题 141.
如果其没有解，我们如何找出一个 x̂ 使其是最为接近的一组解？

• 投影-最小二乘法 (Least Squares Approximation)!
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最小二乘，标准正交基 (Least Square Approximations, Or-
thonormal Bases)



最小二乘，标准正交基 (Least Square Approximations, Or-
thonormal Bases)

最小二乘法



Ax = b 无解的情况 (I)

很多时候，Ax = b 并不一定有解，但我们依旧想找到合适的 x̂ 去表示。

例 142.
我们想研究人群受全日制教育的年数与收入是否存在关系。通过调查，我们得到了 n 个
人的数据 (t1,y1), · · · , (tn,yn)。这里 ti 表示第 i 个人受全日制教育的年数，yi 表示第 i

个人 35 岁的年收入。
假设其满足线性关系，即 y = f(t) = kt+ b，则我们需要求解下列方程：

kt1 + b = y1

· · ·

ktn + b = yn

, 即


t1 1
...

...
tn 1


[
k

b

]
=


y1

...
yn


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Ax = b 无解的情况 (II)

我们也可以假设其满足二次关系，即 y = f(t) = at2 +bt+ c，则我们需要求解下列方程：
at21 + bt1 + c = y1

· · ·

at2n + btn + c = yn

, 即


t21 t1 1
...

...
...

t2n tn 1



a

b

c

 =


y1

...
yn



这类方程往往没有解 (方程数目远多于未知数)，但我们依旧希望能找到一个 x 使得 Ax 与 b
尽可能的接近。

min ‖b−Ax‖ 即 Ax是 C(A) 上的投影。
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min ‖b−Ax‖的步骤 (I)

假设 A 是一个 m× n 的矩阵。

1. 我们知道如果 x̂ ∈ R 满足：

AT(Ax̂− b) = 0 即 ATAx̂ = ATb

则 Ax̂− b 与 C(A) 正交。

2. 我们可以得到 x̂ 的表达式：
x̂ = (ATA)−1ATb

并且我们知道 x̂ 是唯一的。

3. 我们称 x̂ 就是最小二乘解（least square solution），因为其误差的长度 ‖e‖

e = b−Ax̂

是所有 b−Ax 中最小的。
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min ‖b−Ax‖的步骤 (II)

问题 143.
上述步骤存在什么问题？

我们假设了：
rank(A) = n

当 rank(A) < n 的时候，ATA 不一定是可逆的，也就是 ATA 不存在。

例 144.

令 A =

[
1 1

1 1

]
，则 ATA =

[
2 2

2 2

]
，则 rank(A) = rank(ATA) = 1，ATA 不可逆。
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rank(A) < n 的情况 (I)

我们再来审视上面的步骤：

1. 我们知道如果 x̂ ∈ R 满足：

AT(Ax̂− b) = 0 即 ATAx̂ = ATb

则 Ax̂− b 与 C(A) 正交。

2. 我们可以得到 x̂ 的表达式：
x̂ = (ATA)−1ATb

并且我们知道 x̂ 是唯一的。

3. x̂ 满足其误差 e = b−Ax̂ 的长度 ‖e‖是所有 b−Ax 中最小的，即：

‖e‖ = min
x∈Rn

‖b−Ax‖ = min{‖b− v | v ∈ C(A)}
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rank(A) < n 的情况 (II)

我们希望找到 v ∈ C(A) 使得 ‖b− v‖最小。

1. 选择 C(A) 的一组基 {ai1 , · · · , air }，其中 r = rank(A)。
2. 定义 m× r 的矩阵：

A ′ =
[
ai1 · · · air

]
显然我们有：C(A) = C(A ′)

3. rank(A ′) 是列满秩的，所以我们可以利用前面的方法来找到 A ′x ′ = b 的最优近似解，
即：

x̂ ′
= (A ′TA ′)−1A ′Tb ∈ Rn

显然其误差 e = b−A ′x̂ ′ 是所有 b−Ax 中长度最小的，即：

‖e‖ = min
x∈Rn

‖b−Ax‖ = min{‖b− v‖ | v ∈ C(A ′)} == min{‖b− v‖ | v ∈ C(A)}

4. 我们需要的 x̂ ∈ Rn 只要满足：
Ax̂ = A ′x̂ ′
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关于 ATA 的讨论 (I)

我们有：
x̂ = (ATA)−1ATb

如果 ATA = I，则上述公式可以简化为：

x̂ = ATb

定理 145.

令 A =
[
a1, · · · , an

]
是一个 m×n 的矩阵，则 ATA = I 当且仅当下列的两个条件满足：

1. 对于任意的 i 6= j 有 ai⊥aj。

2. 对于任意的 i ∈ [n]，ai 是单位向量，即 ‖ai‖ = 1。
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关于 ATA 的讨论 (II)

定理146的证明. 只要注意到：

ATA =


aT1
...
aTn

[a1 · · · an
]
=


aT1a1 · · · aT1an
...

. . .
...

aTna1 · · · aTnan


从而：

ATA = I ⇐⇒ aTiaj =

1 当 i = j

0 当 i 6= j

331



x̂ = ATb

我们再来看一下 x̂ = ATb 的情况。注意到此时 A 中每个列向量 ai 都满足 ‖ai‖ = 1，从而对
于所有的 i 6= [n]，我们有：

x̂i = aTib = ai · b =
ai · b
‖ai‖‖b‖

‖b‖ = ‖b‖ cos θi

这里 θi 是 b 和 ai 的夹角。从而 b 到 C(A) 的投影 p 可以表示为：

p =

n∑
i=1

x̂iai =
n∑

i=1

(‖b‖ cos θi)ai

也就是：

p 是 b 分别到每条线 span({ai}) 上的投影的和。

说明
上述的性质并不是总对任意的 A 都成立。
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回顾 ATA = I

回顾 ATA = I 成立的要求：

定理 146.

令 A =
[
a1, · · · , an

]
是一个 m×n 的矩阵，则 ATA = I 当且仅当下列的两个条件满足：

1. 对于任意的 i 6= j 有 ai⊥aj。

2. 对于任意的 i ∈ [n]，ai 是单位向量，即 ‖ai‖ = 1。

这其中核心是：

A 的列向量是 C(A) 的一组标准正交基 (orthonormal basis)。
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最小二乘，标准正交基 (Least Square Approximations, Or-
thonormal Bases)

标准正交基和 Gram-Schmidt 正交化



标准正交基

定义 147 [Orthonormal Vectors].
q1, · · · ,qn ∈ Rm 是标准正交的 (orthonormal)，如果：

qT
iqj =

0 当 i 6= j，即 qi 和 qj 是正交的

1 当 i = j，即 qi 是单位向量

我们将列向量是标准正交的矩阵记为 Q，显然我们有：

QTQ = I

问题 148.
QQT = I 是否成立？
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正交矩阵

定义 149 [正交矩阵 (Orthogonal Matrix)].
称一个 n× n 的矩阵 Q 是正交矩阵 (Orthogonal Matrix)，如果：

QTQ = I

或者等价的说，其列向量 q1, · · · ,qn ∈ Rn 也是标准正交的。

定理 150.
令 Q 是一个 n× n 的矩阵，则:

Q是正交矩阵 ⇐⇒ Q是可逆的并且 Q−1 = QT

推论 151.
如果 Q 是一个正交矩阵，则其行向量也是标准正交的。
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例子-旋转矩阵
例 152.
我们第一个例子是 R2 上的旋转矩阵：

Q =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
, Q−1 = QT =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]

[
cosα
sinα

]
Q

[
cosα
sinα

]
=

[
cos(α+ θ)
sin(α+ θ)

]

θ

高维的情况
旋转也可以推广到高维的情况，相应的旋转被称作Givens 变换。

337



例子-置换矩阵

例 153.
我们第二个例子是 R3 上的置换矩阵：

Q =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 , Q−1 = QT =


0 1 0

0 0 1

1 0 0



定理 154.
任意 n× n 的置换矩阵都是正交矩阵。

338



例子-反射矩阵
例 155.
我们第三个例子是 Rn 上的反射矩阵，令 u ∈ Rn 是一个单位向量，定义矩阵 Q：

Q = 2uuT − I
则我们有：

QTQ = (2uuT − I)T(2uuT − I) = 4uuT − 4uuT + I = I, 即 Q−1 = QT = Q

uv

Qv = (2uuT − I)v

理解反射矩阵的关键是要意识到当 u 是单位向量的时候，uuT 是投影到 u 上的投影矩阵。
该类矩阵也被称作Householder 矩阵。

339



正交矩阵的几何性质

定理 156.
令 Q 是一个 n× n 的正交矩阵，则对于任意的 x, y ∈ Rn，我们有：

1. ‖Qx‖ = ‖x‖

2. Qx ·Qy = x · y

证明.

• ‖Qx‖2 = Qx ·Qx = xTQTQx = xTx = ‖x‖2.

• Qx ·Qy = xTQTQy = xTy = x · y
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利用正交矩阵投影

令 q1, . . . ,qn ∈ Rm 是标准正交的，并且：

Q =
[
q1 · · · qn

]
显然 rank(Q) = n。从而 Qx = b 的最小二乘解为：x̂ = QTb，对应的投影矩阵为 QQT，从
而 b 到 C(Q) 的投影 p 为：

p = Qx̂ = QQTb =
[
q1 · · · qn

]
qT
1b
...

qT
nb

 = q1q
T
1b+ · · ·+ qnq

T
nb

也就是：

p 是 b 分别到每条线 span({qi}) 上的投影的和。

说明
上述表达也等价于 Q 是一个正交矩阵。
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回顾 ATA = I

前面我们已经提到过，当 A =
[
a1, · · · , an

]
满足下列条件：

ATA = I

即其列向量是标准正交的，则 b 到 C(A) 的投影 p 可以表示为：

p = a1aT1b+ · · ·+ anaTnb
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一个简单的推广

现在我们假设 a1, · · · , an ∈ Rm \ {0} 只是两两正交的，则：

a1
‖a1‖

, · · · , a1
‖a1‖

是标准正交的，并且：

span({a1, · · · , an}) = span({
a1
‖a1‖

, · · · , a1
‖a1‖

})

从而 b 到 C(A) 上的投影 p 可以表示为：

p =
a1
‖a1‖

(
a1
‖a1‖

)T

b+ · · ·+ an
‖an‖

(
an
‖an‖

)T

b

=
∑
i∈[n]

aiaTi
aTiai

b =
∑
i∈[n]

aTib
aTiai

ai =
∑
i∈[n]

‖b‖ cos θi
‖ai‖

ai

这里 θi 是 b 和 ai 的夹角。
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如何寻找一组标准正交基

我们再考虑一个一般的情况。如果 ATA 6= I，

我们是否可以找到一个 Q 使得 QTQ = I 并且 C(Q) = C(A)？

等价地说，找到一个 Q 使得：

Q 的列向量组成了 C(A) 的一组标准正交基。
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Gram-Schmidt 正交化

定理 157.
令 a1, · · · , an ∈ Rm 是线性无关的。则存在一组向量 q1, · · · ,qn ∈ Rm，满足：

• 对于任意的 i 6= j ∈ [n]，qi⊥qj。

• span({a1, · · · , an}) = span({q1, · · · ,qn})

推论 158.
一组 span({a1, · · · , an}) 的标准正交基为：

q1

‖q1‖
, · · · , qn

‖qn‖

我们将给出该定理的一个构造性证明，该过程也被称作Gram-Schmidt 正交化。
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两个的情况

假设 x, y ∈ Rm \ {0}，则 x 到 span({y}) 上的投影为：

p =
yTx
yTy

y

其误差 e = x− p 满足 e⊥y。从而我们有：

span({x, y}) = span({e, y})
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定理157的证明 (I)

证明. 我们通过归纳的方式来获取 q1, · · · ,qn。
令 q1 = a1，假设对于 k < n，我们已经找到了 q1, · · · ,qk，满足：

R1 对于任意的 i 6= j ∈ [k]，qi⊥qj。

R2 span({a1, · · · , ak}) = span({q1, · · · ,qk})

由于 a1, · · · , ak 是线性无关的，从而 q1, · · · ,qk 也是线性无关的，并且 qi 6= 0.
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定理157的证明 (II)

证明. 我们定义：

qk+1 = ak+1 −

k∑
i=1

qT
iak+1

qT
iqi

qi

注意到，事实上
∑k

i=1
qT
iak+1

qT
iqi

qi 就是 ak+1 到 span({q1, · · · ,qk}) 的投影 p:

p =

k∑
i=1

qT
iqT

i

qT
iqi

ak+1 =

k∑
i=1

qT
iak+1

qT
iqi

qi =
∑
i∈[k]

‖ak+1‖ cos θi
‖qi‖

qi

这里 θi 是 ak+1 与 θi 的夹角。从而：

• qk+1 = ak+1 − p 与每个向量 qi(i ∈ [k]) 正交。

• span({q1, · · · ,qk, ak+1}) = span({q1, · · · ,qk, ak+1 − p}) = span({q1, · · · ,qk,qk+1})
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一个例子
考察如下三个 R3 中的向量：

a =


1

−1

0

 , b =


2

0

−2

 , c =


3

−3

3


我们可以通过 Gram-Schmidt 正交化来找到一组正交的向量组:

1. q1 = a =


1

−1

0


2. q2 = b−

qT
1b

qT
1q1

q1 =


1

1

−2


3. q3 = c− qT

1c
qT
1q1

q1 −
qT
2c

qT
2q2

q2 =


1

1

1


单位化后即可得到一组标准正交基：{ 1√

2
q1,

1√
6
q2,

1√
3
q3}. 349



可逆矩阵的 QR 分解 (I)

再次回顾整个过程，令 a1, · · · , an ∈ Rm 是线性无关的一组向量，我们利用 Gram-Schmidt
正交化得到一组正交的向量组 q1, · · · ,qn：

q1 = a1

q2 = a2 −
qT
1a2

qT
1q1

q1

q3 = a3 −
qT
1a3

qT
1q1

q1 −
qT
2a3

qT
2q2

q2

...

qn = an −
qT
1an

qT
1q1

q1 −
qT
2an

qT
2q2

q2 − · · ·−
qT
n−1an

qT
n−1qn−1

qn−1
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可逆矩阵的 QR 分解 (II)

定义下列矩阵：

A =
[
a1, · · · , an

]
, Q̂ =

[
q1, · · · ,qn

]
, Q =

[
q1

∥q1∥
, · · · , qn

∥qn∥

]
则我们有：

A = Q̂R =
[
q1 · · · qn

]

1

qT
1a2

qT
1q1

· · · qT
1an
qT
1q1

0 1 · · · qT
2an
qT
2q2

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1



A = QR =
[

q1

∥q1∥
· · · qn

∥qn∥

]

‖q1‖

qT
1a2

∥q1∥
· · · qT

1an
∥q1∥

0 ‖q2‖ · · · qT
2an

∥q2∥
...

...
. . .

...
0 0 · · · ‖qn‖


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可逆矩阵的 QR 分解 (III)

这意味着任何一个可逆矩阵 A 都可以分解为一个正交矩阵 Q 和一个主对角线上是正数的上
三角矩阵 R 的乘积，即 QR 分解。

定理 159.
令 A 是一个 n × n 的可逆矩阵，则存在一个正交矩阵 Q 和一个主对角线上是正数的上
三角矩阵 R，使得

A = QR

特别的，该分解是唯一的。（唯一性留作练习）
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再次回顾投影的计算

注意到：
ATA = RTQTQR = RTR

从而：
ATAx̂ = ATb =⇒ RTRAx̂ = RTQTb =⇒ RAx̂ = QTb

从而我们有：
x̂ = R−1QTb

这里 R−1 是一个上三角矩阵，从而 x̂ 可以通过回代法求解。
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阶段总结

• Ax = b 无解的情况，通过最小二乘法（投影的方式）找到了最优的近似解 x̂。

• 正交矩阵和标准正交基。

• 找到一组正交基的方法：Gram-Schmidt 正交化。

• 矩阵的 QR 分解。
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行列式 (Determinants)



行列式 (Determinants)

什么是行列式



什么是行列式？

第一次学行列式的时候，碰到的两个问题：

• 什么是行列式？

• 行列式有什么用？
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国内的教材
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学到的知识

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
−a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33

a11

a21

...

an1

a12

a22

...

an2

· · ·

· · ·
...

· · ·

a1n

a2n

...

ann

x1

x2

...

xn

=

b1

b2

...

bn

(A)
a11

a21

...

an1

· · ·

· · ·
...

· · ·

a1n

a2n

...

ann

b1

b2

...

bn

Ai =

x1 =
detA1
detA

x2 =
detA2
detA

xn = detAn
detA

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2a11A11 + · · ·+ (−1)n+1a1nA1n

= (−1)2a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 · · · a2n

...
. . .

...
an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+ (−1)n+1a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 · · · a2n

...
. . .

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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但是

为什么？
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行列式究竟想算什么？

我们以 2× 2 的行列式为例： ∣∣∣∣∣x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣∣ = x1y2 − x2y1

向量 (x1,y1) 和 (x2,y2) 围成的平行四边形的有向面积

(x2, y2)

(x1, y1)

y2

y1

x1 x2

x2 x1

y2

y1y1

y1

x2

x2

(x1, y1)

(x2, y2)

y1

y2

x2 x1

x1 x2

y1

y2y2

y2

x1

x1
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三维空间的有向体积

左手系 VS 右手系
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n 维空间的有向体积

对于 n 维空间 n 个向量构成的多面体：

a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an, 记其体积为 D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an)

我们将其两个向量对换位置：

a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · an, 记其体积为 D(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · an)

我们应当有：

D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an) = −D(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · an)

向量翻转
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行列式的一个前瞻

行列式想求取的是：

在 n 维空间的 n 个向量张成的平行六面体 (n-dimensional parallelepiped) 的有向体积。

但行列式的值，存储了对应方阵的很多信息。

• (Pivot Formula)，我们将证明 detA 和 A 中所有首元的乘积的绝对值相同。
• (Big Formula), 我们将说明 detA 是 n! 个不同元素组合之和。
• (Cofactor Expansion)，我们将证明 detA 是 A 中一些子行列式的线性组合。

从而我们可以得到很多矩阵的性质。

1. (Invertibility)，A 可逆当且仅当 detA 6= 0。
2. (rank)，A 的秩等于 A 的行列式的非零子式的个数。
3. (Cramer Rules)，我们可以用行列式来求解线性方程组。
4. (Eigenvalues)，这是我们接下来要讨论的内容。
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关于行列式的几何解释

令 A =
[
a1 · · · an

]
是一个 n× n 的矩阵，方阵 A 的行列式 det(A)是由 a1, · · · , an 在 n

维空间长成的平行六面体 (n-dimensional parallelepiped) 的有向体积。

我们希望通过其的基本性质最终给出行列式对应的值，即最终一步一步得到 det(A) 相当于
关于 a1, · · · , an 的函数：

det(A) = D(a1, · · · , an)
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行列式 (Determinants)

行列式的性质



行列式的基本性质 (I)

对于 Rn 的如下 n 个向量：

e1 =


1

0
...
0

 , e2 =


0

1
...
0

 , · · · , en =


0

0
...
1


则我们有：

D(e1, · · · , en) = 1

这也就是

• det(I) = 1。
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行列式的基本性质 (II)

对于 n 个 Rn 的向量
a1, · · · , an

我们有：
D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an) = −D(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · an)

这也就是：

• 交换两列改变行列式的符号:

det(
[
a1 · · · ai · · · aj · · · an

]
) = − det(

[
a1 · · · aj · · · ai · · · an

]
)
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行列式的基本性质 (III)

行列式的值应当对于每列都是线性的：

• D(a1, · · · , cai, · · · , an) = cD(a1, · · · , ai, · · · , an)。

• D(a1, · · · , ai + a ′
i, · · · , an) = D(a1, · · · , ai, · · · , an) +D(a1, · · · , a ′

i, · · · , an)。

这也就是：

• 行列式的值对于每一列都是满足线性的：

det(
[
a1 · · · (cai + da ′

i) · · · an
]
) = c det(

[
a1 · · · ai · · · an

]
) + d det(

[
a1 · · · a ′

i · · · an
]
)
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基本性质 (III) 在 2 维的几何解释

a1

a ka

a1

a

a′
a+ a′

记 S1 是 a, a1 张成的平行四边形的有向面积，S2 是 ka, a1 张成的平行四边形的有向面积,S3
是 a ′, a1 张成的平行四边形的有向面积,S4 是 a+ a ′, a1 张成的平行四边形的有向面积，则:

S2 = kS1

S4 = S1 + S3
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我们的目标

回顾我们目前所做的，对于 n 维空间的 n 个向量 a1, · · · , an，我们希望定义一个函数 D, 满
足下列性质：

• D(e1, · · · , en) = 1

• D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an) = −D(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · an)
• D(a1, · · · , cai + da ′

i, · · · , an) = cD(a1, · · · , ai, · · · , an) + dD(a1, · · · , a ′
i, · · · , an)

我们希望说明：
D是存在的且唯一的

而这就是我们想要的行列式，即：

det(A) = det(
[
a1 · · · an

]
) = D(a1, · · · , an)

我们也会将其记作：

|A| 或者

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
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衍生性质 (I)

在接下来的内容中，我们将分不加区分的使用 n× n 的矩阵 A 和其 n 个对应的列向量
a1, · · · , an。

定理 160.
• 如果 A 存在一个列向量是 0，则 det(A) = 0。

• 如果 A 存在两列向量相同，则 det(A) = 0。

• 如果 A 存在一列是其他列的倍数，则 det(A) = 0。

证明. 不妨假设 A 的第一列是 a1 = 0，则我们有：

D(a ′
1, · · · , an) = D(a1 + a ′

1, · · · , an) = D(a1, · · · , an) +D(a ′
1, · · · , an)

从而：
det(A) = D(a1, · · · , an) = D(0, · · · , an) = 0
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衍生性质 (I)-证明

证明.

• 如果 A 存在两列向量相同，不妨记为 ai = aj，则我们有：

D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an) = −D(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · an) = −D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an)

从而：
det(A) = D(a1, · · · , an) = 0

• 如果 A 存在一列是其他列的倍数，不妨记为 ai = caj，则我们有：

det(A) = D(a1, · · · , caj, · · · , aj, · · · an) = cD(a1, · · · , aj, · · · , aj, · · · , an) = 0
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衍生性质 (II)

定理 161.
如果 rank(A) < n, 则 det(A) = 0。

证明. 由 rank(A) < n 可知 a1, · · · , an 是线性相关的，即存在 1 ⩽ i0 < i1 < · · · < ik ⩽ n 和
c1, . . . , ck 使得：

ai0 = c1ai1 + · · · ckaik

从而我们有：
det(A) =D(a1, · · · , ai0 , · · · , an)

=D(a1, · · · , c1ai1 + · · · ckaik , · · · , an)

=

k∑
j=1

cjD(a1, · · · , aij , · · · , aij , · · · , an)

=0
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衍生性质 (III)

定理 162.
将矩阵的某些列的线性组合加到另一列上 (其他列不改变)，行列式的值保持不变。

证明. 利用：

• D(a1, · · · , caj, · · · , aj, · · · an) = cD(a1, · · · , aj, · · · , aj, · · · , an) = 0

可知：

D(a1, · · · , ai +
n∑

i=1

ciai, · · · , an) = D(a1, · · · , an)
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对角矩阵的行列式值

定理 163.
令 A 是一个 n× n 的对角矩阵：

A =


a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · an


则我们有：

det(A) = a1a2 · · ·an
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三角矩阵的行列式值

定理 164.
令 A 是一个 n× n 的三角矩阵 (triangluar matrix)：

A =


a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

0 0 · · · ann

 或者 A =


a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


则我们有：

det(A) = a11a22 · · ·ann
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阶段总结

• 行列式的几何意义。

• 行列式需要满足的基本性质。

• 由这些性质衍生的一些性质。

我们的目标
考虑一个 Rn×n → R 的函数 D，其满足下列三个性质：

• D(e1, · · · , en) = 1

• D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an) = −D(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · an)

• D(a1, · · · , cai + da ′
i, · · · , an) = cD(a1, · · · , ai, · · · , an) + dD(a1, · · · , a ′

i, · · · , an)

我们希望说明，这样的函数D 存在而且唯一，从而其就是对应的行列式 det(A)。
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我们的思路

为了证明这样的 D 存在且唯一，我们希望：

• 通过 D 的性质，我们尝试计算出对于任意的 n× n 的矩阵 A，其对应的函数值。

• 如果对于每个 n×n 的矩阵 A，我们都能计算出一个唯一的函数值，那么我们就可以说
明 D 是存在且唯一的。
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行列式 (Determinants)

行列式的计算



列加法

令 i, j ∈ [n]，我们将第 j 列的 l 倍加到第 i 列上，我们有：

A ′ =


a11 · · · a1i + la1j · · · a1j · · · a1n

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
an1 · · · ani + lanj · · · anj · · · ann


则我们有:

det(A ′) = det(A)
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列交换

令 i, j ∈ [n]，我们将第 j 列和第 i 列互换，我们有：

A ′ =


a11 · · · a1j · · · a1i · · · a1n

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
an1 · · · anj · · · ani · · · ann


则我们有:

det(A ′) = − det(A)
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列乘法

令 i ∈ [n] 和 l ∈ R，我们将第 i 列乘以 l 倍，我们有：

A ′ =


a11 · · · la1i · · · a1n

...
. . .

...
. . .

...
an1 · · · lani · · · ann


则我们有:

det(A ′) = l det(A)
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计算任意 n× n 矩阵的行列式的值

计算行列式 A 的值
1. 我们对 A 进行初等列变换，或者等价地说，对 AT 进行初等行变换。最终我们可以

得到一个 AT 的行阶梯形 R。从而 RT 是一个下三角矩阵。令其对角线的元素为
d1, · · · ,dn，则我们有：

det(RT) = d1 · · ·dn

2. 我们根据 A 变成 RT 的过程，注意到这个过程中得每一步都是列变换，从而根据前
面得结论一步步反推得到 det(A) 的值。

定理 165.
rank(A) = n 当且仅当 det(A) 6= 0。
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一些例子 (I)

考察 2× 2 的矩阵： [
a b

c d

]
我们有： [

a b

c d

]
=⇒

[
a 0

c d− cb
a

]
从而：

det(A) =

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a 0

c d− cb
a

∣∣∣∣∣ = a · (d−
cb

a
) = ad− bc
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一些例子 (II)


2 0 1

1 −4 −1

−1 8 3

 =⇒


1 0 1
1
2 −4 −1

− 1
2 8 3

 =⇒


1 0 0
1
2 −4 − 3

2

− 1
2 8 7

2



=⇒


1 0 0
1
2 1 − 3

2

− 1
2 −2 7

2

 =⇒


1 0 0
1
2 1 0

− 1
2 −2 1

2


则我们有：

det(


2 0 1

1 −4 −1

−1 8 3

) =
∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 1

1 −4 −1

−1 8 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 · (−4) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1
2 1 0

− 1
2 −2 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 · (−4) · 1
2
= −4
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一些例子 (III)


2 1 4 1

3 −1 2 1

1 2 3 2

5 0 6 2

 =⇒


2 0 0 0

3 − 5
2 −4 − 1

2

1 3
2 1 3

2

5 − 5
2 −4 − 1

2

 =⇒


2 0 0 0

3 − 5
2 0 0

1 3
2 − 7

5 − 9
10

5 − 5
2 0 0

 =⇒


2 0 0 0

3 − 5
2 0 0

1 3
2 − 7

5 0

5 − 5
2 0 0


从而：

det(


2 1 4 1

3 −1 2 1

1 2 3 2

5 0 6 2

) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4 1

3 −1 2 1

1 2 3 2

5 0 6 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 0 0

3 − 5
2 0 0

1 3
2 − 7

5 0

5 − 5
2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 · (−5

2
) · (−7

5
) · 0 = 0
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一些例子 (IV)


a 0 · · · 1

0 a · · · 0
...

...
. . .

...
1 0 · · · a

 =⇒


1 0 · · · 1

0 a · · · 0
...

...
. . .

...
1
a

0 · · · a

 =⇒


1 0 · · · 0

0 a · · · 0
...

...
. . .

...
1
a

0 · · · a− 1
a


从而：

det(


a 0 · · · 1

0 a · · · 0
...

...
. . .

...
1 0 · · · a

) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 · · · 1

0 a · · · 0
...

...
. . .

...
1 0 · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0

0 a · · · 0
...

...
. . .

...
1
a

0 · · · a− 1
a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= an−1(a−

1

a
) = an−an−2
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D 的存在性

回顾一下我们对 detA 的计算：

1. 根据我们的理解，detA 如果存在，一定要满足三条基本性质。

2. 我们推得了关于 detA 的一些其他性质。

3. 通过上述的讨论，我们知道了初等列变换对 detA 的影响。

4. 而通过初等列变换，我们可以将 A 转变成一个下三角矩阵 L.

5. 我们知道 det(L) 是多少，从而根据 3 和 4，我们可以从 det L 得到 det(A) 的值。

上述的过程说明了 detA 的存在性
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阶段总结

• 我们描绘了行列式想计算的内容

在 n 维空间的 n 个向量张成的平行六面体 (n-dimensional parallelepiped) 的有向体积

• 由此出发，我们假定了 det(A) 该满足的三条性质
1. D(e1, · · · , en) = 1

2. D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an) = −D(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · an)
3. D(a1, · · · , cai + da ′

i, · · · , an) = cD(a1, · · · , ai, · · · , an) + dD(a1, · · · , a ′
i, · · · , an)

• 我们通过这三条性质推导了一些其他性质。

• 我们通过初等列变换，将 A 转变成一个下三角矩阵 L，从而得到了 det(A) 的值。这一
构造过程，说明了 det(A) 的存在性。

390



行列式 (Determinants)

行列式更多的性质



行列式更多的性质

我们将证明：

定理 166 [Transpose].
令 A 是一个 n× n 的矩阵，我们有：

det(A) = det(AT)

定理 167 [Product of Determinants].
令 A 是一个 n× n 的矩阵，B 是一个 n× n 的矩阵，我们有：

det(AB) = det(A) det(B)

这也说明，对矩阵的初等行变换对行列式的影响跟初等列变换是完全相同的
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一个有意思的推论

推论 168.
给定一个正交矩阵 Q，我们有：

det(Q) = ±1

这说明，在 Rn 中由 n 个标准正交 (orthonormal) 基向量构成的平行六面体的体积是 1。

证明. 注意到：
QTQ = I

从而我们有：

1 = det(I) = det(Q) det(QT) = det(Q) det(Q) = (det(Q))2 =⇒ det(Q) = ±1
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关键引理

引理 169.
令 A 是一个 n× n 的矩阵，E 是一个 n× n 的初等矩阵，则我们有：

det(AE) = det(A) det(E)

推论 170.
令 A 是一个 n× n 的矩阵，E1, · · · ,Ek 是 n× n 的初等矩阵，则我们有：

det(AE1E2 · · ·Ek) = det(A) det(E1) det(E2) · · · det(Ek)

特别的：
det(E1E2 · · ·Ek) = det(E1) det(E2) · · · det(Ek)
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回顾三种初等矩阵

注意到 E 是下列三种矩阵的一种：

1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 1 · · · k · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


,



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


,



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · k · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


Eij(k) Pij Di(k)

注意到 AE 是对 A 进行相应的列变换操作，所以我们只需要检查每种初等矩阵是否满足
det(AE) = det(A) det(E) 即可。
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引理169的证明-Eij(k) 的情况

令 A =
[
a1, · · · , an

]
，注意到：

AEij(k) =
[
a1, · · · , ai + kaj, · · · , aj, · · · , an

]
从而我们有：

det(Eij(k)) = det(I) = 1

det(AEij(k)) = D(a1, · · · , ai + kaj, · · · , aj, · · · , an)

= D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · , an) + kD(a1, · · · , aj, · · · , aj, · · · , an)

= det(A)

即：
det(AEij(k)) = det(A) det(Eij(k))

396



引理169的证明-Pij 的情况

令 A =
[
a1, · · · , an

]
，注意到：

APij =
[
a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · , an

]
从而我们有：

det(Pij) = − det(I) = −1

det(APij) = D(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · , an)

= −D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · , an)

= − det(A)

即：
det(APij) = det(A) det(Pij)

397



引理169的证明-Di(k) 的情况

令 A =
[
a1, · · · , an

]
，注意到：

ADi(k) =
[
a1, · · · , kai, · · · , aj, · · · , an

]
从而我们有：

det(Di(k)) = k det(I) = k

det(ADi(k)) = D(a1, · · · , kai, · · · , aj, · · · , an)

= kD(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · , an)

= k det(A)

即：
det(ADi(k)) = det(A) det(Di(k))
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可逆矩阵的分解

回顾 Gauss−Jordan 消元法：

D · · ·E · · ·P · · ·E
[
A I

]
=
[
I A−1

]
我们有：

定理 171.
每个可逆矩阵都可以由一系列的初等矩阵的乘积得到。
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定理166的证明

定理 166 [Transpose].
令 A 是一个 n× n 的矩阵，我们有：

det(A) = det(AT)

证明.

1. 对于每个初等矩阵 E，我们有 det(E) = det(ET)。
2. 如果 A 不是可逆的，则 rank(A) = rank(AT) < n，从而

det(A) = det(AT) = 0

3. 如果 A 是可逆的，则存在一系列的初等矩阵 E1, · · ·El 使得：

A = E1 · · ·El

从而 AT = ET
l · · ·ET

1，因此：

det(A) = det(E1) · · · det(El)

= det(ET
1) · · · det(ET

l) = det(ET
l) · · · det(ET

1) = det(ET
l · · ·ET

1) = det(AT) 400



定理167的证明

我们现在来证明：
det(AB) = det(A) det(B)

证明. 如果 B 是可逆的，则存在一系列的初等矩阵 E1, · · ·Ek 使得：

B = E1 · · ·Ek

从而：
det(AB) = det(AE1 · · ·Ek) = det(A) det(E1) · · · det(Ek)

= det(A) det(E1 · · ·Ek) = det(A) det(B)

如果 B 不是可逆的，则 AB 也不可逆，否则：

I = (AB)−1AB = ((AB)−1A)B

所以此时我们有：
det(AB) = det(A) det(B) = 0
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一个运用-Cramer 法则 (I)

我们来展示 det(AB) = det(A) det(B) 的一个运用。考察下列的方程组：

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

...

an1x1 + · · ·+ annxn = bn

即


a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann



x1
...
xn

 =


b1

...
bn

 (记作 Ax = b)

注意到：

A



x1 0 0 · · · 0

x2 1 0 · · · 0

x3 0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

xn 0 0 · · · 1


=
[
Ax Ae2 Ae3 · · · Aen

]
=


b1 a12 · · · a1n

b2 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

bn an2 · · · ann


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一个运用-Cramer 法则 (II)

记下列矩阵为 A1： 
b1 a12 · · · a1n

b2 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

bn an2 · · · ann


注意到： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 0 0 · · · 0

x2 1 0 · · · 0

x3 0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

xn 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x1

则我们有：
det(A)x1 = det(A1), 即：x1 =

det(A1)

det(A)
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一个运用-Cramer 法则 (III)

对于任意的 i ∈ [n]，令 Ai 是将 A 的第 i 列替换成 b 后的矩阵，则我们有：

A


1 · · · x1 · · · 0

0 · · · x2 · · · 0
...

. . .
...

. . . 0

0 · · · xn · · · 1

 =
[
Ae1 · · ·Ax · · ·Aen

]
= Ai =⇒ det(A)xi = det(Ai)

从而方程组 Ax = b 的解可以表示为：

x =


det(A1)
det(A)

...
det(An)
det(A)


这就是克拉默法则 (Cramer’s Rule)
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另一个应用-det(A) 跟首元的关系

令可逆矩阵 A 的首元为 p1, · · · ,pn，通过 Gauss 消元法我们可以将矩阵 A 变为如下的行阶
梯形矩阵：

U =


p1 ∗ · · · ∗
0 p2 · · · ∗
...

...
. . .

...
0 0 · · · pn


由于上述过程只使用了行加法和行交换操作 (列加法或者列交换)，从而我们有：

det(A) = det(U) = p1p2 · · ·pn 或者 det(A) = − det(U) = −p1p2 · · ·pn

即：
| det(A)| = |p1p2 · · ·pn|
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行列式 (Determinants)

行列式的正式定义



矩阵的线性展开 (I)

考虑一个 n× n 的矩阵：

A =


a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


注意到其每个列向量：

aj =


a1j

...
anj

 = a1j


1
...
0

+ · · ·+ anj


0
...
1

 =

n∑
i=1

aijei

从而由行列式的线性性，我们有：

D(a1, · · · , an) = D(

n∑
i=1

aijei, · · · , an) =
n∑

i=1

ai1D(e1, · · · , an)
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矩阵的线性展开 (II)

如果我们将矩阵的每一列都按上述方式展开，则：

D(a1, · · · , an) =
n∑

i1=1

n∑
i2=1

· · ·
n∑
in

ai11ai22 · · ·ainnD(ei1 , ei2 , · · · , ein)

上述等式一共有nn项。由行列式的性质，如果存在 ik = ij，则我们有：

D(ei1 , ei2 , · · · , eik , · · · , eij , · · · ein) = 0

从而上述等式可以转化为：

D(a1, · · · , an) =
∑

i1∈[n]

∑
i2∈[n]
i2 ̸=i1

· · ·
∑

in∈[n]
in ̸=i1,··· ,in ̸=in−1

ai11ai22 · · ·ainnD(ei1 , ei2 , · · · , ein)
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置换 (permutation)(I)

我们来观察一下这个式子：

D(a1, · · · , an) =
∑

i1∈[n]

∑
i2∈[n]
i2 ̸=i1

· · ·
∑

in∈[n]
in ̸=i1,··· ,in ̸=in−1

ai11ai22 · · ·ainnD(ei1 , ei2 , · · · , ein)

事实上，i1, · · · , in是 1, · · · ,n 的一个置换。

例 167.
• 1, 3, 2, 4 就是 1, 2, 3, 4 的一个置换。

• c,d, e,a,b 是 a,b, c,d, e 的一个置换。
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置换 (permutation)(II)

定义 168 [Permutation].
固定一个 n ∈ N，一个 [n] 的置换 (Permutation) 是一个 [n]→ [n] 的双射函数 (bijective
function)σ，并且我们定义：

Perm(n) = {σ | σ是 [n] 的一个置换。}

从而我们可以将上述表达式改写为：

D(a1, · · · , an) =
∑

i1∈[n]

∑
i2∈[n]
i2 ̸=i1

· · ·
∑

in∈[n]
in ̸=i1,··· ,in ̸=in−1

ai11ai22 · · ·ainnD(ei1 , ei2 , · · · , ein)

=
∑

σ∈Perm(n)

aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)nD(eσ(1), · · · , eσ(n))
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置换矩阵的行列式

我们需要搞清楚 D(eσ(1), · · · , eσ(n)) 是什么，注意到：

P =
[
eσ(1), · · · , eσ(n)

]
是一个置换矩阵。

1. P 可以通过若干次列交换操作变成单位矩阵 I。

2. 每次列交换操作改变其行列式的符号。

3. 从而 det(P) = (−1)k，这里 k 是列交换的次数。

注意！
这里的 k 是不唯一的！
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关于行列式-A Big Picture

1. 我们希望定义 detA 来表示：由 a1, · · · , an 在 n 维空间长成的平行六面体
(n-dimensional parallelepiped) 的有向体积。

2. 我们发现 detA 需要满足三个基本的性质：
◦ D(e1, · · · , en) = 1

◦ D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an) = −D(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · an)
◦ D(a1, · · · , cai + da ′

i, · · · , an) = cD(a1, · · · , ai, · · · , an) + dD(a1, · · · , a ′
i, · · · , an)

3. 通过这三个基本的性质，我们计算出了行列式的表达：

det(A) =
∑

σ∈Perm(n)

aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)nD(eσ(1), · · · , eσ(n))

=
∑

σ∈Perm(n)

(−1)kσaσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n

这里 kσ 是置换矩阵
[
eσ(1), · · · , eσ(n)

]
变成单位矩阵 I 所需要的列交换的次数。但我

们还面临一个问题：

kσ 并不唯一，所以我们不能用上述式子作为 det(A) 的定义。
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逆序数 (Inversion numbers)(I)

令 σ : [n]→ [n] 是一个置换，我们用如下的方式进行简写：

σ(1)σ(2) · · ·σ(n)

比如，我们称：
4213就是 1234 的一个置换。

观察这些置换的特点：

• 其中存在在前面但是更大的数，比如在 4213 中，4 在 2 前面，但是 4 > 2.

我们称这样的一堆数为逆序对，而一个置换中的逆序对的个数为这个置换的逆序数
(Inversion Number)
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逆序数 (Inversion numbers)(II)

定义 169 [Inversion numbers].
给定一个置换 σ = σ(1)σ(2) · · ·σ(n)，其逆序数 (Inversion number)τ(σ)定义为：

τ(σ) = |{(p,q) | 1 ⩽ p < q ⩽ n 并且 σ(p) > σ(q)}|

例 170.
• τ(4213) = 4.

• τ(1324) = 1

• τ(3241) = 3.
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逆序数-变成单位矩阵的次数！(I)

观察到：
τ(4213) = 4 =⇒ 4213→ 2413→ 2143→ 2134→ 1234

τ(1324) = 1 =⇒ 1324→ 1234

τ(3241) = 3 =⇒ 3214→ 2314→ 2134→ 1234

逆序数恰好可以作为一个将置换 σ = σ(1)σ(2) · · ·σ(n) 变回 123 · · ·n 的个数！

定理 171.
给定置换矩阵

P =
[
eσ(1), · · · , eσ(n)

]
我们可以通过 τ(σ) 次列交换将其变回单位矩阵 I。

这意味着我们可以用 τ(σ) 来定义 kσ！
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逆序数-变成单位矩阵的次数！(II)

定理171的证明. 注意到对于一个置换 σ，我们有：

τ(σ) =

n∑
i=1

|{t | t > i 并且 σ(i) > σ(t)}|

从而对于置换矩阵我们可以定义如下的列交换操作, 初始令 k = n：

1. 不妨令 k = σ(t)，令 t1 < t2 < · · · < tj 是满足 k > σ(ti) 的位置。依次将第 k 列与第 ti

列进行交换，共交换 j 次。

2. 令 k = k− 1，重复上述过程。

注意到上述列交换的总数恰好是置换 σ 的逆序数 (为什么？)，从而定理得证。
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行列式的正式定义-The Big Formula

现在我们就可以得到行列式的正式定义了。

定义 172.
令 A 是一个 n× n 的矩阵，我们定义：

det(A) =
∑

σ∈Perm(n)

(−1)τ(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n

定理 173.
det(A) 满足下列性质：

• D(e1, · · · , en) = 1

• D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an) = −D(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · an)

• D(a1, · · · , cai + da ′
i, · · · , an) = cD(a1, · · · , ai, · · · , an) + dD(a1, · · · , a ′

i, · · · , an)
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例子-2× 2 的情况

对于一个 2× 2 的矩阵：

A =

[
x1 x2

y1 y2

]
一共有 12, 21 两种不同的置换，从而我们有：

det(A) = (−1)τ(12)x1y2 + (−1)τ(21)x2y1 = x1y2 − x2y1

(x2, y2)

(x1, y1)

y2

y1

x1 x2

x2 x1

y2

y1y1

y1

x2

x2

(x1, y1)

(x2, y2)

y1

y2

x2 x1

x1 x2

y1

y2y2

y2

x1

x1
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例子-3× 3 的情况 (I)

对于一个 3× 3 的矩阵：

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


其一共有 123, 132, 213, 231, 312, 321 六种不同的置换，并且：

τ(123) = 0, τ(132) = 1, τ(213) = 1, τ(231) = 2, τ(312) = 2, τ(321) = 3

从而我们有：

det(A) =(−1)τ(123)a11a22a33 + (−1)τ(132)a11a23a32 + (−1)τ(213)a12a21a33

+ (−1)τ(231)a12a23a31 + (−1)τ(312)a13a21a32 + (−1)τ(321)a13a22a31

=a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a23a31 − a13a22a31
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例子-3× 3 的情况 (II)

这也就是书本中常见的三阶行列式计算的记忆方式：

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
−a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33
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唯一性的证明

定理 174 [Uniqueness].
det(A) 是唯一一个 Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸

n个

→ Rn 的函数满足下述三个性质：

• D(e1, · · · , en) = 1

• D(a1, · · · , ai, · · · , aj, · · · an) = −D(a1, · · · , aj, · · · , ai, · · · an)

• D(a1, · · · , cai + da ′
i, · · · , an) = cD(a1, · · · , ai, · · · , an) + dD(a1, · · · , a ′

i, · · · , an)

证明. 我们前面已经证明，满足这三个性质的函数具备如下的性质：

D(a1, · · · , an) =
∑

σ∈Perm(n)

(−1)kσaσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n

根据前面的讨论，kσ 可以用 τ(σ) 来替代，从而：

D(a1, · · · , an) =
∑

σ∈Perm(n)

(−1)τ(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n = det(A)

这就完成了唯一性的证明。
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行列式 (Determinants)

行列式的展开



回顾 2× 2 的行列式
对于一个 2× 2 的矩阵：

A =

[
x1 x2

y1 y2

]
一共有 12, 21 两种不同的置换，从而我们有：

det(A) = (−1)τ(12)x1y2 + (−1)τ(21)x2y1 = x1y2 − x2y1

(x2, y2)

(x1, y1)

y2

y1

x1 x2

x2 x1

y2

y1y1

y1

x2

x2

(x1, y1)

(x2, y2)

y1

y2

x2 x1

x1 x2

y1

y2y2

y2

x1

x1

这可以看成是 det(A)代数余子式展开 (Cofactor Expansion)的一个特殊情况。 423



代数余子式

令 A 是一个 n× n 的矩阵，并且 n ⩾ 2。对于任意的 i, j ∈ [n]，我们定义：

Mij 是将 A 第 i 行第 j 列的元素删去后得到的 n− 1× n− 1 的矩阵。

定义 175 [Cofactor].
下列数：

Cij = (−1)i+j det(Mij)

称之为代数余子式 (Cofactor)，特别的 det(Mij) 称之为余子式。
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行列式的展开

定理 176.

1. det(
[
a

]
) = a.

2. 对于任意的 n ⩾ 2，并且 A 是一个 n× n 的矩阵:
a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


我们有：

det(A) = a11C11 + · · ·+ a1nC1n
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定理176的证明 (I)

我们对其第一列展开：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n

a21 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n

0 · · · a2n

...
. . .

...
0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · a1n

a12 · · · a2n

...
. . .

...
0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · a1n

0 · · · a2n

...
. . .

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
所以我们只需要证明，对任意的 i ∈ [n] 有：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 · · · a1n

...
...

. . .
...

ai1 ai2 · · · ain

...
...

. . .
...

0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1Ci1 = (−1)i+1ai1 det(Mi1) = (−1)i−1ai1 det(Mi1)
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定理176的证明 (II)

对其第 i 行向上交换 i− 1 次可得：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 · · · a1n

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 ai−1,2 · · · ai−1,n

ai1 ai2 · · · ain

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 · · · a1n

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

ai1 ai2 · · · ain

0 ai−1,2 · · · ai−1,n

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · = (−1)i−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 ai2 · · · ain

0 a12 · · · a1n

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 ai−1,2 · · · ai−1,n

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
所以我们只要证明： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 ai2 · · · ain

0 a12 · · · a1n

...
...

. . .
...

0 ai−1,2 · · · ai−1,n

...
...

. . .
...

0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1 det(Mi1)
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定理176的证明 (III)

通过行列式的性质，我们注意到：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 ai2 · · · ain

0 a12 · · · a1n

...
...

. . .
...

0 ai−1,2 · · · ai−1,n

...
...

. . .
...

0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 0 · · · 0

0 a12 · · · a1n

...
...

. . .
...

0 ai−1,2 · · · ai−1,n

...
...

. . .
...

0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ai1 O1×(n−1)

O(n−1)×1 Mi1

∣∣∣∣∣

也就是要证明： ∣∣∣∣∣ ai1 O1×(n−1)

O(n−1)×1 Mi1

∣∣∣∣∣ = a det(Mi1)
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定理176的证明 (IV)

引理 177.

我们有：det(A) =

∣∣∣∣∣a O

O B

∣∣∣∣∣ = a det(B)

证明.

det(A) =

∣∣∣∣∣a O

O B

∣∣∣∣∣ = ∑
σ∈Perm(n)

(−1)τ(σ)aσ(1)1 · · ·aσ(n)n

=
∑

σ∈Perm(n)
σ(1)=1

(−1)τ(σ)aaσ(2)2 · · ·aσ(n)n

= a
∑

σ∈Perm(n)
σ(1)=1

(−1)τ(σ)bσ(2)−1,1 · · ·bσ(n)−1,n

= a
∑

δ∈Perm(n−1)

(−1)τ(δ)bδ(1),1 · · ·bδ(n−1),n−1 = a det(B)
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行列式的展开 (列推广的版本)

定理 178.

1. det(
[
a

]
) = a.

2. 对于任意的 n ⩾ 2，并且 A 是一个 n× n 的矩阵:
a11 · · · a1i · · · a1n

... · · ·
...

. . .
...

a11 · · · ani · · · ann


我们有：

det(A) = a1iC1i + · · ·+ a1iC1i

思路
只需要将第 j 列做 j− 1 次列交换换到第 1 列即可。
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定理178的证明

定理178的证明. 通过 i− 1 次列交换，我们可以将第 i 列逐步换到第 1 列，即：
a11 · · · a1i · · · a1n

... · · ·
...

. . .
...

a11 · · · ani · · · ann

→ · · · →

a1i a11 · · · · · · a1n

...
... · · ·

. . .
...

ani a11 · · · · · · ann


从而：∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1i · · · a1n

... · · ·
...

. . .
...

a11 · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)i−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1i a11 · · · · · · a1n

...
... · · ·

. . .
...

ani a11 · · · · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i−1(a1iC

′
11 + a2iC

′
12 + · · ·+ aniC

′
1n)

= (−1)i−1(a1i(−1)1+1 det(M1i) + a2i(−1)2+1 det(M2i)+

· · ·+ ani(−1)n+1 det(Mni))

= (−1)1+ia1i det(M1i) + (−1)2+ia2i det(M2i) + · · ·+ (−1)n+iani det(Mni)

= a1iC1i + · · ·+ a1iC1i
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行列式的展开 (行推广的版本)

定理 179.

1. det(
[
a

]
) = a.

2. 对于任意的 n ⩾ 2，并且 A 是一个 n× n 的矩阵:

a11 · · · a1n

...
. . .

...
ai1 · · · ain

...
. . .

...
an1 · · · ann


我们有：

det(A) = ai1Ci1 + · · ·+ ainCin

证明. 只要注意到 det(A) = det(AT) 即可。
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一些例子 (I)

计算下列行列式： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 2 0 0

1 0 3 0

1 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
证明. 我们根据其第一列展开：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 2 0 0

1 0 3 0

1 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 0

0 3 0

0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 3 0

0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 0 0

0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 0 0

0 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 24− 12− 8− 6 = −2
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一些例子 (I)-续

我们也可以按第二列进行展开：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 2 0 0

1 0 3 0

1 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2+11

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

1 3 0

1 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)2+22

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 3 0

1 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −12+ 2 ∗ 5 = −2

也可以选择按第第二行展开：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 2 0 0

1 0 3 0

1 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+21

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 3 0

0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)2+22

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 3 0

1 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −12+ 2 ∗ 5 = −2
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一些例子 (II)

记下列的矩阵为 Dn：

Dn =



2 −1 0 0 · · · 0

−1 2 −1 0 · · · 0

0 −1 2 −1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 · · · 0 −1 2 −1

0 · · · 0 0 −1 2


计算 det(Dn)
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一些例子 (II)-续

证明. 我们按第一行展开：

det(Dn) = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

· · · 0 −1 2 −1

· · · 0 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)1+2(−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −1 0 · · · 0 0 0

0 2 −1 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · −1 2 −1

0 0 0 · · · 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

· · · 0 −1 2 −1

· · · 0 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)1+2(−1)(−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · −1 2 −1

0 0 · · · 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 det(Dn−1) − det(Dn−2)
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一些例子 (II)-续

我们有：
det(Dn) = 2 det(Dn−1) − det(Dn−2)

注意到：

det(D1) =
∣∣∣2∣∣∣ = 2, det(D2) =

∣∣∣∣∣ 2 −1

−1 2

∣∣∣∣∣ = 4− 1 = 3

我们可以根据上述递推式得到：
det(Dn) = n+ 1
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一些例子 (III)

下列是 Vandermonde 矩阵：

Vn =



1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n


证明其行列式值为：

det(Vn) = Π1⩽j⩽i⩽n(xj − xi)

证明. 我们通过归纳法来计算 det(Vn)。

• n = 2 时，我们有：

det(V2) =

∣∣∣∣∣ 1 1

x1 x2

∣∣∣∣∣ = x2 − x1
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一些例子 (III)-续

考虑 n 的时候，我们的策略是先用行变换将第一列除了第一个元素全部变为 0，再将行列式
按第一列展开，即：

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn
...

...
. . .

...
xn−2
1 xn−2

2 · · · xn−2
n

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n


→



1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn
...

...
. . .

...
xn−2
1 xn−2

2 · · · xn−2
n

0 xn−2
2 (x2 − x1) · · · xn−2

2 (xn − x1)



→ · · · →



1 1 · · · 1

0 x2 − x1 · · · xn − x1

0 x2(x2 − x1) · · · xn(xn − x1)

0
...

. . .
...

0 xn−2
2 (x2 − x1) · · · xn−2

2 (xn − x1)


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一些例子 (III)-续



1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n


→ · · · →



1 1 · · · 1

0 x2 − x1 · · · xn − x1

0 x2(x2 − x1) · · · xn(xn − x1)

0
...

. . .
...

0 xn−2
2 (x2 − x1) · · · xn−2

2 (xn − x1)


从而我们有：

det(Vn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 · · · xn − x1

x2(x2 − x1) · · · xn(xn − x1)
...

. . .
...

xn−2
2 (x2 − x1) · · · xn−2

2 (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x2−x1) · · · (xn−x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1

x2 · · · xn
...

. . .
...

xn−2
2 · · · xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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一些例子 (III)-续

由归纳假设我们有： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1

x2 · · · xn
...

. . .
...

xn−2
2 · · · xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Π2⩽j⩽i⩽n(xj − xi)

从而我们有：

det(Vn) = (x2 − x1) · · · (xn − x1)Π2⩽j⩽i⩽n(xj − xi) = Π1⩽j⩽i⩽n(xj − xi)
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回到 Cramer 法则-求 A−1(I)

我们已经阐述了克拉默法则 (Cramer ′s Rule)在解方程中的作用。现在让我们来用它解决一
下 A−1。注意到 A−1 =

[
x1 · · · xn

]
等价于如下 n 个方程组：

Ax1 = e1,Ax2 = e2, · · · ,Axn = en

特别的：

Ax1 = A


x11
...

xn1

 =


1
...
0


从而，通过 Cramer ′s Rule 我们有对任意的 i ∈ [n]：

xi1 =
1

det(A)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,i−1 1 a1,i+1 · · · a1n

a21 · · · a2,i−1 0 a2,i+1 · · · a2n

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 · · · an,i−1 0 an,i+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

C1i

det(A)
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回到 Cramer 法则-求 A−1(II)

更一般的来说，对于 j ∈ [n]

Axj = A


x1j
...

xnj

 =



0
...
1
...
0


同样通过 Cramer ′s Rule 我们有对任意的 i ∈ [n]：

xij =
1

det(A)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,i−1 0 a1,i+1 · · · a1n

...
. . .

...
...

...
. . .

...
aj1 · · · aj,i−1 1 aj,i+1 · · · ajn

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 · · · an,i−1 0 an,i+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

Cji

det(A)
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回到 Cramer 法则-求 A−1(III)

从而我们有：

A−1 =
1

det(A)


C11 · · · Cn1

...
. . .

...
C1n · · · Cnn



定义 180 [Adjugate Matrix].
称下列矩阵：

A∗ =


C11 · · · Cn1

...
. . .

...
C1n · · · Cnn


为 A 的伴随矩阵 (Adjugate Matrix)。

定理 181.
AA∗ = det(A)I 444



阶段总结-关于行列式

• 转置矩阵、矩阵乘法和行列式的关系。
◦ det(A) = det(AT), det(AB) = det(A)det(B)

◦ 行列式跟首元的关系：

det(A) = det(U) = p1p2 · · ·pn 或者 det(A) = − det(U) = −p1p2 · · ·pn

• 行列式的正式定义，The Big Formula:

det(A) =
∑

σ∈Perm(n)

(−1)τ(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n

• 代数余子式，行列式按行 (列) 展开：

det(A) = a1iC1i + · · ·+ a1iC1i

• Cramer ′s Rule，用行列式解方程，求矩阵的逆，伴随矩阵。
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特征值与特征向量 (Eigenvalues and Eigenvectors)



特征值与特征向量 (Eigenvalues and Eigenvectors)

特征值介绍



斐波那契数列 (Fibonacci Numbers)(I)

我们知道斐波那契数列：0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, · · · ,，即我们可以有如下的表示：

F0 = 0, F1 = 1, Fk+2 = Fk+1 + Fk

我们设法求这个递推式，我们可以重写这个式子：

Fk+2 + aFk+1 = c(Fk+1 + aFk)

其中：
ac = 1

c− a = 1

解上述方程得： a = −1+
√
5

2

c = 1+
√
5

2

或

a = −1−
√
5

2

c = 1−
√
5

2
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斐波那契数列 (Fibonacci Numbers)(II)

即我们有：

Fk+2 +
−1+

√
5

2
Fk+1 =

1+
√
5

2
(Fk+1 +

−1+
√
5

2
Fk)

Fk+2 +
−1−

√
5

2
Fk+1 =

1−
√
5

2
(Fk+1 +

−1−
√
5

2
Fk)

从而我们有：

Fk+1 +
−1+

√
5

2
Fk = (

1+
√
5

2
)k(F1 +

−1+
√
5

2
F0)

Fk+1 +
−1−

√
5

2
Fk = (

1−
√
5

2
)k(F1 +

−1−
√
5

2
F0)

两式相减：

Fk =
1√
5
((
1+
√
5

2
)k − (

1−
√
5

2
)k)
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斐波那契数列的矩阵形式 (I)

现在我们用矩阵得过程来探索一下。由：

Fk+1 = Fk + Fk−1

我们有： [
Fk+1

Fk

]
=

[
1 1

1 0

][
Fk

Fk−1

]
从而我们有：[

Fk+1

Fk

]
=

[
1 1

1 0

][
Fk

Fk−1

]
=

([
1 1

1 0

])2 [
Fk−1

Fk−2

]
= · · · =

([
1 1

1 0

])k [
F1

F0

]
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斐波那契数列的矩阵形式 (II)

另一方面：

Fk+1 +
−1+

√
5

2
Fk =

1+
√
5

2
(Fk +

−1+
√
5

2
Fk−1)

Fk+1 +
−1−

√
5

2
Fk =

1−
√
5

2
(Fk +

−1−
√
5

2
Fk−1)

我们有： [
Fk+1 +

−1+
√
5

2 Fk

Fk+1 +
−1−

√
5

2 Fk

]
=

[
1+

√
5

2 0

0 1−
√
5

2

][
Fk + −1+

√
5

2 Fk−1

Fk + −1−
√
5

2 Fk−1

]
从而通过类似的讨论我们可以得到：[

Fk+1 +
−1+

√
5

2 Fk

Fk+1 +
−1−

√
5

2 Fk

]
=

([
1+

√
5

2 0

0 1−
√
5

2

])k [
F1 +

−1+
√
5

2 F0

F1 +
−1−

√
5

2 F0

]

=


(

1+
√
5

2

)k
0

0
(

1−
√
5

2

)k
[F1 + −1+

√
5

2 F0

F1 +
−1−

√
5

2 F0

]
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斐波那契数列的矩阵形式 (III)

而注意到：[
F1 +

−1+
√
5

2 F0

F1 +
−1−

√
5

2 F0

]
=

[
1 −1+

√
5

2

1 −1−
√
5

2

][
F1

F0

]
,

[
Fk+1 +

−1+
√
5

2 Fk

Fk+1 +
−1−

√
5

2 Fk

]
=

[
1 −1+

√
5

2

1 −1−
√
5

2

][
Fk+1

Fk

]

从而我们有：[
Fk+1 +

−1+
√
5

2 Fk

Fk+1 +
−1−

√
5

2 Fk

]
=

[
1 −1+

√
5

2

1 −1−
√
5

2

][
Fk+1

Fk

]
=

[
1 −1+

√
5

2

1 −1−
√
5

2

][
1 1

1 0

][
Fk

Fk−1

]
[
Fk+1 +

−1+
√
5

2 Fk

Fk+1 +
−1−

√
5

2 Fk

]
=

[
1+

√
5

2 0

0 1−
√
5

2

][
Fk + −1+

√
5

2 Fk−1

Fk + −1−
√
5

2 Fk−1

]
=

[
1+

√
5

2 0

0 1−
√
5

2

][
1 −1+

√
5

2

1 −1−
√
5

2

][
Fk

Fk−1

]
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A = X−1ΛX(I)

我们得到了: [
1 −1+

√
5

2

1 −1−
√
5

2

][
1 1

1 0

]
=

[
1+

√
5

2 0

0 1−
√
5

2

][
1 −1+

√
5

2

1 −1−
√
5

2

]
令：

A =

[
1 1

1 0

]
, X =

[
1 −1+

√
5

2

1 −1−
√
5

2

]
我们有：

XA =

[
1+

√
5

2 0

0 1−
√
5

2

]
X, 即：A = X−1

[
1+

√
5

2 0

0 1−
√
5

2

]
X
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A = X−1ΛX(II)

注意到此时：

X−1 =

[
5+

√
5

10
5−

√
5

10√
5
5 −

√
5
5

]
令 X−1 的列向量是 x1, x2。我们有：

AX−1 =
[
Ax1 Ax2

]
= X−1

[
λ1 0

0 λ2

]
=
[
x1 x2

] [λ1 0

0 λ2

]
=
[
λx1 λx2

]
也就是：

Ax1 = λ1x1, Ax2 = λ1x2

我们称 λ1, λ2 是 A 的特征值 (Eigenvalue)，而 x1, x2 是相应的特征向量 (Eigenvector)
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A = X−1ΛX(III)

A = X−1ΛX 的另一个用处：[
Fk+1

Fk

]
=

([
1 1

1 0

])k [
F1

F0

]

=

(
X−1

[
1+

√
5

2 0

0 1−
√
5

2

]
X

)k [
F1

F0

]

=

X−1


(

1+
√
5

2

)k
0

0
(

1−
√
5

2

)k
X

[F1
F0

]
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特征值和特征向量

我们来尝试给出特征值和特征向量的定义：

定义 182 [特征值和特征向量，尝试定义].
令 A 是一个 n× n 的矩阵，λ 是一个实数，x 是一个非零的 n 维向量。如果：

Ax = λx

则称 λ 是 A 的特征值 (Eigenvalue)，x 是 λ 对应的特征向量 (Eigenvector)。
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斐波那契矩阵的特征值和特征向量

让我们关注一下斐波那契的递推矩阵：

A =

[
1 1

1 0

]
我们有： [

1 1

1 0

][
5+

√
5

10√
5
5

]
=

1+
√
5

2

[
5+

√
5

10√
5
5

]
,

[
1 1

1 0

][
5−

√
5

10

−
√
5
5

]
=

1−
√
5

2

[
5−

√
5

10

−
√
5
5

]
从而对于矩阵 A：

• 其有两个特征值：λ1 = 1+
√
5

2 , λ2 = 1−
√
5

2 ，对应的特征向量为：

x1 =

[
5+

√
5

10√
5
5

]
, x2 =

[
5−

√
5

10

−
√
5
5

]
.

• 回顾之前的计算：

AX−1 = A
[
x1 x2

]
=
[
x1 x2

] [λ1 0

0 λ2

]
= X−1Λ
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特征值和特征向量的几何解释 (I)

令 A 是一个 n× n 的矩阵，将其看作一个函数fA : Rn → Rn，即：

fA(x) = Ax

则当 x 是 A 的特征向量，即 Ax = λx 时我们有：

fA(x) = λx

这意味着fA 不改变 x 的方向。
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特征值和特征向量的几何解释 (II)

考察矩阵：

A =

[
0.8 0.3

0.2 0.7

]
我们有：

A

[
0.6

0.4

]
=

[
0.6

0.4

]
, A

[
1

−1

]
=

1

2

[
1

−1

]

从而 1, 1
2 是其两个特征值，

[
0.6

0.4

]
,

[
1

−1

]
是相应的特征向量。注意到这两个向量是线性无

关的，意味着任何一个向量都可以表示成其线性组合，比如：[
0.8

0.2

]
=

[
0.6

0.4

]
+ 0.2

[
1

−1

]
从而我们有：

A100

[
0.8

0.2

]
= (1)100

[
0.6

0.4

]
+ 0.2(

1

2
)100

[
1

−1

]
≈

[
0.6

0.4

]
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λ = 0 的情况

现在我们来讨论 λ = 0 的情况，假设 n× n 的矩阵 A 存在特征值 0，即存在一个非零的
x ∈ Rn \ {0} 满足：

Ax = 0x = 0

显然这说明 dim(N(A)) ⩾ 1.

引理 183.
下述是等价的：

1. A 具有特征值 0。

2. N(A) 6= Z0(= {0})。

3. rank(A) < n，即 A 是奇异的 (singular).

4. det(A) = 0.
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对角矩阵的特征值

现在我们来考察对角矩阵：

Λ =


λ1

λ2
. . .

λn


显然我们有：

Aei = λiei, 这里ei =



0
...
1
...
0


从而 Λ 的特征值为λ1, · · · , λn，每个λi对应的特征向量为ei。
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投影矩阵的特征值

现在我们再来回顾投影矩阵，令 A 是一个 m× n 且 rank(A) = n 的矩阵，则投影至 C(A)

的投影矩阵 P 可以表示为：
P = A(ATA)−1AT

注意到 Px 是 x 到 C(A) 上的投影，所以 Px = λx 只有两种情况：

1. x ∈ C(A)，此时 Px = 1x = x

2. x ∈ C(A)⊥ 即 x ∈ N(AT)，此时 Px = 0x = 0
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特征值的方程

回顾特征值，实际上就是：

Ax = λx =⇒ (A− λI)x = 0 有非零解

定理 184.
令 A 是 n× n 的矩阵，λ 是 A 的特征值当且仅当：

det(A− λI) = 0

证明.
λ是 A 的特征值 ⇐⇒ Ax = λx 有非零解

⇐⇒ (A− λI)x = 0 有非零解

⇐⇒ rank(A− λI) < n

⇐⇒ det(A− λI) = 0
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特征多项式

我们将 λ 看成一个变量，则对于 n× n 的矩阵 A：

f(λ) = det(A− λIn)

是一个关于 λ 的 n 次多项式。(为什么？)

定义 185 [特征多项式 (Characteristic Polynomial)].
令 A 是 n × n 的矩阵，则称 f(λ) = det(A − λIn) 是 A 的特征多项式 (Characteristic
Polynomial).
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一些例子 (I)

我们首先来看下斐波那契矩阵：

A =

[
1 1

1 0

]
其特征多项式为：

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣1− λ 1

1 −λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − λ− 1

该多项式的两个零点为：

λ1 =
1+
√
5

2
, λ2 =

1−
√
5

2
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一些例子 (II)

对角矩阵：

Λ =


λ1

λ2
. . .

λn


的特征多项式为：

(λ1 − λ)(λ2 − λ) · · · (λn − λ)
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消元法会改变特征值！

我们来考察一下消元法：

A =

[
1 3

2 6

]
=⇒ U =

[
1 3

0 0

]
我们有：

• fA(λ) = (1− λ)(6− λ) − 6 = λ(λ− 7) =⇒ λ1 = 0, λ2 = 7.
• fU(λ) = (1− λ)(0− λ) − 0 = λ(λ− 1) =⇒ λ1 = 0, λ2 = 1.

迹 (Trace)
我们定义 A 的主对角线上元素之和称为 A 的迹 (Trace)，即：

trace = a11 + a22 + · · ·+ ann

则我们有：

• λ1 + λ2 + · · ·+ λn = trace = a11 + a22 + · · ·+ ann。

• det(A) = λ1λ2 · · · λn
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旋转矩阵

最后我们来关注一下旋转矩阵：

Q =

[
0 −1

1 0

]
=

[
cos π

2 − sin π
2

sin π
2 cos π

2

]

其特征多项式为：

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣−λ −1

1 −λ

∣∣∣∣∣ = λ2 + 1

其两个零点为：
λ1 = i, λ2 = −i
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特征值和特征向量是复数！

Q 有两个复数特征值：
λ1 = i, λ2 = −i

其对应的特征向量为：

Q

[
1

i

]
= −i

[
1

i

]

Q

[
i

1

]
= i

[
i

1

]
也是在C2上的向量！
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代数基本定理

定理 186 [Fundamental Theorem of Algebra].
对于任一的 a1, · · · ,an ∈ C，我们有

xn + a1x
n−1 + · · ·an−1x+ an = (x− b1)(x− b2) · · · (x− bn)

这里 b1, · · ·bn ∈ C，即任一单变元的 n 次复系数多项式恰好有 n 个复数根（可重复）。
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特征值和特征向量的定义

定义 187 [特征值和特征向量].
令 A 是一个 n× n 的矩阵，λ∈ C，x∈ Cn \ {0}。如果：

Ax = λx

则称 λ 是 A 的特征值 (Eigenvalue)，x 是 λ 对应的特征向量 (Eigenvector)。
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特征值的数目

推论 188.
令 A 是一个 n× n 的矩阵，则在计算重根的意义下，A 恰好有 n 个 C 中的特征值。

例 189.
考察矩阵 

0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


其特征多项式为 f(λ) = λ2(λ2 + 1)，注意到 f(λ) = 0 一共有 4 个解：

λ1 = λ2 = 0, λ3 = i, λ4 = −i

这里 0 是一个重根，在计算重复次数以后可以得到其一共有 4 个特征值。

472



R VS C

在一般意义下：

• 矩阵可以有复数。

• 向量空间是可以通过复数扩充的，即数乘允许 c ∈ C 进行运算。

但是在我们这堂课中，为了保持简单:

• 我们只考虑实数的矩阵。

• 但是我们依旧会讨论到复数的特征值和特征向量。
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计算特征值和特征向量的总结

我们可以如下计算特征值和特征向量：

1. 计算 A 的特征多项式，即 A− λI 的行列式 det(A− λI).

2. 计算 det(A− λI) 的根，我们一共会得到 n 个特征值（可能重复）。这使得 A− λI 变成
一个奇异矩阵 (singular).

3. 对每个 λ，通过解方程 (A− λI)x = 0 来获取 λ 对应的特征向量 x.

474



特征值与特征向量 (Eigenvalues and Eigenvectors)

对角化矩阵



回顾斐波那契数列

[
Fk+1

Fk

]
=

([
1 1

1 0

])k [
F1

F0

]

=

(
X ′

[
1+

√
5

2 0

0 1−
√
5

2

]
(X ′)−1

)k [
F1

F0

]

=

X ′


(

1+
√
5

2

)k
0

0
(

1−
√
5

2

)k
 (X ′)−1

[F1
F0

]

中间的对角矩阵 Λ 极大的简化了我们对

([
1 1

1 0

])k

的计算，我们把这过程称为对角化

(Diagonalization)。
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对角化矩阵

定义 190 [Diagonalization].
一个方阵 A 是可对角化的 (Diagonalizable)，如果其存在一个可逆矩阵 X 和对角矩阵 Λ

使得：
A = XΛX−1, 或者等价的 Λ = X−1AX

推论 191.
若 A = XΛX−1，其中 X = diag(λ1, · · · , λn)，则对于任意的 k ⩾ 1 我们有：

Ak = XΛkX−1 = X


λk1

λk2
. . .

λkn

X−1

我们也称这是矩阵的谱分解。
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线性无关的特征向量

对角化的一个直观理解

AX = XΛ

1. X 的每一列都应该是 A 的特征向量。

2. X 是可逆的，所以 A 需要有 n 个线性无关的特征向量。

定理 192.
n× n 的矩阵可对角化当且仅当 A 有n 个线性无关的特征向量。
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定理224的证明 (I)

假设 A 有 n 个特征值 λ1, · · · , λn(可以重复)，对应的特征向量 x1, · · · , xn 是线性无关的：

Ax1 = λ1x1, · · · ,Axn = λnxn

定义下列矩阵：

Λ = diag(λ1, · · · , λn) =


λk1

λk2
. . .

λkn

 , X =
[
x1, · · · , xn

]

则我们有：

• AX = A
[
x1, · · · , xn

]
=
[
Ax1, · · · ,Axn

]
=
[
λ1x1, · · · , λnxn

]
=
[
x1, · · · , xn

]
Λ = XΛ.

• rank(X) = n，从而 X 可逆，即：
A = XΛX−1
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定理224的证明 (II)

另一方面，如果:
A = XΛX−1

定义下列矩阵：

Λ = diag(λ1, · · · , λn) =


λk1

λk2
. . .

λkn

 , X =
[
x1, · · · , xn

]

我们自然容易验证：

• 对于每个 xi，有 Axi = λixi。

• x1, · · · , xn 是线性无关的。
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一些例子 (I)

考察矩阵：

A =

[
2 −1

−1 2

]
其特征多项式为 fA(λ) = λ2 − 4λ+ 3 = (λ− 1)(λ− 3)，分别计算其对应的特征向量为：

• λ = 1 时解方程 (A− I)x = 0 得一个其特征向量为

[
1

1

]
.

• λ = 3 时解方程 (A− 3I)x = 0 得一个其特征向量为

[
1

−1

]

从而我们有：

A =

[
1 1

1 −1

][
1 0

0 3

][
1
2

1
2

1
2 − 1

2

]
=

1

2

[
1 1

1 −1

][
1 0

0 3

][
1 1

1 −1

]

Ak =
1

2

[
1 1

1 −1

][
1k 0

0 3k

][
1 1

1 −1

]
=

1

2

[
1+ 3k 1− 3k

1− 3k 1+ 3k

]
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一些例子 (II)

下列矩阵：

A =

[
1 −1

1 −1

]
, B =

[
0 1

0 0

]
, C =

[
1 1

0 1

]
不可对角化。

• A 的特征值为 λ = 0，只有一个特征向量。

• B 的特征值为 λ = 0，只有一个特征向量。

• C 的特征值为 λ = 1，只有一个特征向量。

可逆和对角化没有关系！
• 矩阵是否可逆取决于是否有零特征值 (λ = 0)。

• 矩阵是否可对角化取决于是否有 n 个特征向量。
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不同的特征值

定理 193.
令 x1, · · · , xk 是 A 的 k 个特征向量，并且其对应的特征值两两不相同。则 x1, · · · , xk 是
线性无关的。

推论 194.
如果 n× n 的矩阵 A 有 n 个不同的特征值，则 A 是可对角化的。

定理的直观理解

Ax = λx = c1λx1 + · · · ckλxk

A(c1x1 + · · · ckxk) = c1λ1x1 + · · · ckλkxk

当 λ 互不相等的时候，上述两个式子不可能相等。
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定理193的证明 (I)

我们对 k 做归纳法，k = 1 的时候是显然的。

假设 k ⩾ 2，并且：
c1x1 + · · ·+ ckxk = 0

我们需要证明 c1 = c2 = · · · = ck = 0，反设结论不成立，即存在 ci 6= 0，即：

xi =
∑

j∈[k]\{i}

−
cj

ci
xj

从而我们有：
λixi = Axi =

∑
j∈[k]\{i}

−
cj

ci
Axj =

∑
j∈[k]\{i}

−
cj

ci
λjxj
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定理193的证明 (II)

λixi =
∑

j∈[k]\{i}

−
cj

ci
λjxj

注意到，由归纳假设：
x1, · · · , xi−1, xi+1 · · · xk 是线性无关的

• 如果 λi = 0，我们有 cj

ci
λj = 0，从而 cj

ci
= 0，xi = 0，矛盾。

• 如果 λi 6= 0，我们有：

xi =
∑

j∈[k]\{i}

−
cj

ci
xj 和 xi =

∑
j∈[k]\{i}

−
cj

ci

λj

λi
xj

注意到 λj 6= λi，所以存在不全为 0 的 d1, · · · ,di−1,di+1, · · · ,dk 满足：

d1x1 + · · ·+ di−1xi−1 + di−1xi−1 + · · ·+ dkxk = 0

与 x1, · · · , xi−1, xi+1 · · · xk 是线性无关的矛盾。
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相同特征值的矩阵-相似矩阵 (I)

让我们再来考虑一下对角化的形式：
A = XΛX−1

当特征向量组成的矩阵 X 改变的时候，我们得到了无数个不同的 A。

• 但这些矩阵 A 的特征值都是相同的。

更一般的，对于
A = BCB−1

即使 C 不可以对角化，我们也可以得到跟 C 具有相同特征值的一大类矩阵。

我们称这样一个关系叫作相似 (similar)。
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相同特征值的矩阵-相似矩阵 (II)

定义 195 [相似矩阵（Similar Matrix].
给定矩阵 A,B，如果存在可逆矩阵 P，使得：

A = PBP−1

则称矩阵 A 和 B 是相似的。

引理 196.
相似矩阵 A 和 B 的特征值相同。

证明. 假设 Bx = λx，则我们有：

A(Px) = PBP−1(Px) = PBx = λPx
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相似矩阵的一个例子，以及直观理解

考察如下两个矩阵：

Q =

[
2 0

0 3

]
, Q ′ =

[
1 1

1 0

][
2 0

0 3

][
0 1

1 −1

]
=

[
3 −1

0 2

]
Q 和 Q ′ 是相似的，考虑如下两组基：

e1 =

[
1

0

]
, e2 =

[
0

1

]
和f1 =

[
1

1

]
, f2 =

[
1

0

]
给定 u = (5, 4) = 5e1 + 4e2 和 v = (5, 9) = 5f1 + 4f2，我们有：

• Qu = Q
[
e1 e2

] [5
4

]
=
[
2e1 3e2

] [5
4

]
=
[
e1 e2

] [10
12

]

• Q ′v = Q ′
[
f1 f2

] [5
4

]
=
[
2f1 3f2

] [5
4

]
=
[
f1 f2

] [10
12

]

两个相似矩阵本质上是在不同基下的相同线性变换。
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阶段总结

• 特征值和特征向量。

• 求特征值和特征向量的方法。

• 对角化矩阵。

• 相似矩阵的概念。
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对称矩阵和正定矩阵 (Symmetric Matrices and Positive Definite
Matrices)



对称矩阵和正定矩阵 (Symmetric Matrices and Positive Definite
Matrices)

对称矩阵



对称矩阵的回顾

我们称一个方阵是对称 (Symmetric)的，如果其满足：

A = AT

例 197.
下述矩阵都是对称的：

[
1 2

2 4

]
,


1 2 3

2 4 5

3 5 4

 ,


1 2 3 4

2 4 5 6

3 5 1 7

4 6 7 8


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对称矩阵的对角化？

让我们思考一下如果一个对称矩阵 S 可以对角化会发生什么？假设其可以对角化为:

S = XΛX−1

那我们有：
ST = (XΛX−1)T = (XT)−1ΛTXT = (XT)−1ΛXT = S = XΛX−1

一个理想的状况是 XT = X−1，即XTX = I。事实上也正是如此，我们将证明对于对称矩阵：

1. 特征值是实数。

2. 不同特征值的特征向量是正交的。
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特征值是实数！

我们将首先证明对于对称矩阵 S，其特征值是实数。

定理 198.
所有实对称矩阵的特征值都是实数。

我们还可以证明一个更强的版本：

定理 199.
所有实对称矩阵的特征向量是实数，并且每个特征值都有一个对应的实特征向量。
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复数的一些复习

令 x ∈ C，则我们有存在 a,b ∈ R, 使得：

x = a+ bi

我们定义 x 的共轭复数 (complex conjugate) 为：

x̄ = a− bi

引理 200.
给定复数 x,y ∈ C，我们有：

• 如果 x̄x = 0，则 x = 0.

• x+ y = x̄+ ȳ.

• xy = x̄ȳ.
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共轭矩阵

定义 201 [共轭矩阵 (Conjugate Matrix)].
对于一个矩阵 A，我们定义其共轭矩阵 Ā 为：

Ā(i, j) = A(i, j)

引理 202.
令 A 是一个 m× n 的复矩阵：

1. 对任意的 λ ∈ C，我们有：λA = λ̄Ā.

2. 对任意的复向量 x ∈ Cn, 我们有：Ax = Āx̄.

引理 203.
令 x ∈ Cn，如果 x̄Tx = 0, 则 x = 0.
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特征值是实数的证明

定理199的证明. 令 S 是 n×n 的实对称矩阵，λ ∈ C 是 S 的特征值，x ∈ Cn \ {0} 是 λ 对应
的特征向量。我们有：

Sx = λx

=⇒S̄x̄ = λ̄x̄

=⇒x̄TS̄T = λ̄x̄T

=⇒x̄TS = λ̄x̄T (S 是实对称的，从而 S̄T = S)

=⇒x̄TSx = λ̄x̄Tx

=⇒λx̄Tx = λ̄x̄Tx

=⇒(λ− λ̄)x̄Tx = 0

显然由于 x 6= 0，从而 x̄Tx 6= 0，因此 λ− λ̄ = 0，即 λ 是实数。
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特征向量是实向量的证明

定理199的证明续. 假设 xj = aj + bji，即：

x =


x1
...
xn

 =


a1 + b1i

...
an + bni

 =


a1

...
an

+ i


b1

...
bn

 = a+ ib

由于 Sx = λx，我们有：
Sx = S(a+ ib) = λ(a+ ib)

由于 S 是实对称矩阵，λ 是实数，我们有：

Sa = λa, Sb = λb

由于 x 6= 0，a 和 b 至少有一个是 S 的特征向量。
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正交的特征向量

定理 204.
对于一个实对称矩阵 S，如果 λ1 和 λ2 是 S 的两个不同的特征值，x1 和 x2 是 λ1 和 λ2 对
应的特征向量，则 x1 和 x2 是正交的。

证明. 由假设我们有：
Sx1 = λ1x1, Sx2 = λ2x2

从而：
λ1(x1 · x2) = (λ1x1) · x2 = (Sx1) · x2 = (Sx1)Tx2 = xT1STx2

= xT1Sx2 = xT1(Sx2) = xT1(λ2x2) = x1 · (λ2x2) = λ2(x1 · x2)

由于 λ1 6= λ2，从而 x1 · x2 = 0，即 x1 和 x2 是正交的。
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任何一个实对称矩阵都可以对角化 (I)

由上述定理我们可以直接得到：

推论 205.
令 S 是一个 n×n 的实对称矩阵，如果 S 存在n 个两两不同的特征值，则 S 可以对角化。
更精确的说，存在一个正交矩阵 Q 和对角矩阵 Λ 使得：

Λ =


λ1

λ2
. . .

λn

 = QTSQ

这里 λ1, · · · , λn 都是 S 的特征值。

而事实上，我们并不需要“n 个两两不同的特征值”这个条件。
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任何一个实对称矩阵都可以对角化 (II)

定理 206.
令 S 是一个 n× n 的实对称矩阵，则 S 可以对角化。更精确的说，存在一个正交矩阵 Q

和对角矩阵 Λ 使得：

Λ =


λ1

λ2
. . .

λn

 = QTSQ

这里 λ1, · · · , λn 都是 S 的特征值。显然这是一个当且仅当的关系，因为另一个方向是显
然成立的。
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定理206的证明 (I)

令 S 是一个 n× n 的实对称矩阵，我们对 n 作归纳。

BASE：n = 1 时是显然的。

INDUCTION: 现在令 n ⩾ 2。令 S 的一个特征值为 λ1 ∈ R，其对应的一个特征向量为
x1 ∈ Rn \ {0}。我们不妨可以假设 ‖x1‖ = 1，否则我们可以令：

x1 ←
x1
‖x1‖

通过 Gram−Schmidt 正交化，我们可以从 x1 扩展出一组标准正交基：

x1, x2, · · · , xn

满足：

xi · xj =

1 i = j

0 i 6= j
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定理206的证明 (II)

定义矩阵 P:
P =

[
x1 x2 · · · xn

]
不难验证 P 是正交矩阵，即 PTP = I。并且我们有：

pTxi = ei

从而：
PTSP = PTS

[
x1 x2 · · · xn

]
=
[
PTSx1 PTSx2 · · · PTSxn

]
=
[
PTλ1x1 PTSx2 · · · PTSxn

]
=
[
λ1P

Tx1 PTSx2 · · · PTSxn
]

=
[
λ1e1 PTSx2 · · · PTSxn

]
=

[
λ1 aT

0 B

]
这里 a ∈ Rn−1 是一个列向量，B 是一个 (n− 1)× (n− 1) 的矩阵。
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定理206的证明 (III)

注意到： [
λ1 0T

a BT

]
=

([
λ1 aT

0 B

])T

=
(
PTSP

)T
= PTSTP = PTSP =

[
λ1 aT

0 B

]

从而我们有 a = 0，并且 B = BT. 从而 B 是一个 (n− 1)× (n− 1) 实对称矩阵。由归纳假设，
我们可以对 B 进行对角化，即存在 (n− 1)× (n− 1) 的正交矩阵 P ′ 和对角矩阵 Λ ′ 使得：

Λ ′ = (P ′)TBP ′

从而我们有：

PTSP =

[
λ1 0T

0 B

]
=

[
λ1 0T

0 (P ′)TBP ′

]
=

[
1 0T

0 P ′

][
λ1 0T

0 Λ ′

][
1 0
0 (P ′)T

]
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定理206的证明 (IV)

令

M =

[
1 0T

0 P ′

]
显然 M 是一个正交矩阵，并且我们有：

(PM)TSPM = MTPTSPM =

[
λ1 0T

0 Λ ′

]

从而令 Q = PM,Λ =

[
λ1 0T

0 Λ ′

]
，我们有：

Λ = QTSQ

并且有归纳假设，Λ 上对角线的元素都是 S 的特征值。
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对称矩阵的谱分解

给定实对称矩阵 S，由上述定理，存在正交矩阵 Q 和对角矩阵 Λ 使得：

S = QΛQT

令 Q =
[
q1 q2 · · · qn

]
，Λ =


λ1

λ2
. . .

λn

，我们有：

S =
[
q1 q2 · · · qn

]

λ1

λ2
. . .

λn




qT
1

qT
2

...
qT
n

 = λ1q1q
T
1 + λ2q2q

T
2 + · · ·+ λnqnq

T
n

即：实对称矩阵的谱分解 (Spectral Decomposition)将其分解成了n 个秩为 1的矩阵之和。

506



阶段总结

我们讨论了 n× n 的实对称矩阵 S。

• 其所有的特征值都是实数，并且都有着对应的实特征向量。

• 不同特征值对应的特征向量都是正交的。

• 任何一个实对称矩阵都可以被对角化，并且其谱分解可以写成 n 个秩为 1 的矩阵之和，
即：

S = QTΛQ = λ1q1q
T
1 + λ2q2q

T
2 + · · ·+ λnqnq

T
n
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对称矩阵和正定矩阵 (Symmetric Matrices and Positive Definite
Matrices)

正定矩阵



正的特征值

在很多应用中，所有特征值是正的对称矩阵起到了非常大的作用。

定义 207 [Positive Definite Matrix].
一个对称矩阵 S 被称为是正定矩阵，如果其所有的特征值 λ 都满足 λ > 0。

例 208.
[
1 0

0 4

]
,

[
4 3

3 4

]
,


4 3 0

3 4 0

0 0 2


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正定矩阵

定理 209.
令 S 是一个实对称矩阵，则 S 是正定的，当且仅当对于所有的 x ∈ Rn \ {0}，都有：

xTSx > 0

xTSx 是什么？

令 x = (x1, · · · , xn)，S =
[
sij

]
n×n

，则我们有：

xTSx = s11x
2
1 + · · ·+ snnx

2
n + 2

∑
1⩽i̸=j⩽n

sijxixj

即 xTAx 是关于 x1, · · · , xn 的一个二次齐次函数，我们称其为二次型 (Quadratic Forms)。
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二次型

一般地，对于 x1, · · · , xn 的一个二次齐次函数：

f(x1, · · · , xn) = s11x
2
1 + · · ·+ snnx

2
n + 2

∑
1⩽i ̸=j⩽n

sijxixj

我们总可以将其转换成如下的矩阵形式：

f(x1, · · · , xn) = xTSx, 其中：x =


x1
...
xn

 , S =


s11 s12 · · · s1n

s12 s22 · · · s2n
...

...
. . .

...
s1n s2n · · · snn


这意味着我们总可以用一个实对称矩阵来表示一个关于 x1, · · · , xn 的一个二次齐次函数。
特别的，正定矩阵就是指的是那些恒大于 0 的二次型。

511



定理209的一个应用

我们先来看一个简单的应用。

定理 210.
令 A 是 m× n 的矩阵，并且 rank(A) = n. 则 S = ATA 是对称且正定的。

证明. 令 x ∈ Rn，则我们有：

xTSx = xTATAx = (Ax)T(Ax) = Ax ·Ax = ‖Ax‖2

从而我们有：xTSx ⩾ 0 并且：

xTSx = 0 ⇐⇒ ‖Ax‖ = 0 =⇒ Ax = 0

由于 rank(A) = n，从而：

xTSx = 0 =⇒ Ax = 0⇐⇒ x = 0
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定理209的证明 (I)

我们先证 (⇒) 方向。由于 S 是一个实对称矩阵，从而存在一个正交矩阵 Q 满足：
λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

 = QTSQ

这里 λ1, · · · , λn 是 S 的特征值，并且由假设：λi > 0.

定义：
x = QTy, 即：y = Qx

从而：
xTSx = (Qy)TS(Qy) = yTQTSQy = λ1y

2
1 + · · ·+ λny

2
n

注意到 Q 是可逆的，从而对于任意 x 6= 0，我们有 y = Qx 6= 0，即：

xTSx = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n> 0
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定理209的证明 (II)

另一方面，反设存在 λi ⩽ 0，注意到：

xTSx = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n = λiy

2
i +

∑
j ̸=i

λjy
2
j

从而令 yi = 1, yj = 0(j 6= 0)，由矩阵的可逆性我们有 x = Qy 6= 0，即：

xTSx = λiy
2
i +

∑
j̸=i

λjy
2
j = λj ⩽ 0

与假设矛盾。
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正定性的定义

通过上述的讨论，我们可以把正定的概念扩充到任何一个实矩阵上去。

定义 211.
给定一个 n× n 的实矩阵A，如果对任意向量 x ∈ Rn \ {0}：

1. xTAx > 0，则称 A 是正定的。

2. xTAx ⩾ 0，则称 A 是半正定的。

3. xTAx < 0，则称 A 是负定的。

4. xTAx ⩽ 0，则称 A 是半负定的。

5. 若不满足以上任何一种条件，则称矩阵 A 是不定的。
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非对称矩阵的特征值

我们需要注意的是，对于非对称矩阵来说，即使其所有的特征值大于 0，它也不一定是正定
的。考虑下列的例子： [

1 100

0 2

]
不难验证，其特征值为 1, 2。但是我们有：

[
−1 1

] [1 100

0 2

][
−1

1

]
= 1+ 2− 100 = −97 < 0
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二次型的转化

通过上述的证明，可以看到，对参数作一些变换可以使得对应的二次函数变得简单：

• xTSx = s11x
2
1 + · · ·+ snnx

2
n + 2

∑
1⩽i ̸=j⩽n sijxixj

• 令 x = QTy 后我们有：
xTSx = λ1y

2
1 + · · ·+ λny

2
n

我们将后者这种只含平方项的二次型为标准二次型，特别的，如果其系数进一步化简为
1, 1, · · · , 1,−1, · · · ,−1，我们称其为规范二次型。
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二次型的转化-对角化 (I)

定理209的证明已经给了我们一种转化二次型的方法，即找对应矩阵的谱分解。以下列二次
函数为例：

f(x1, x2, x3) = −2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3

其对应的对称矩阵为：

S =


0 −1 1

−1 0 1

1 1 0


将其进行谱分解，则存在正交矩阵 P 和对角矩阵 Λ 使得

−2 0 0

0 1 0

0 0 1

 = Λ = PTSP =


− 1√

3
− 1√

3
1√
3

− 1√
2

1√
2

0
1√
6

1√
6

2√
6




0 −1 1

−1 0 1

1 1 0



− 1√

3
− 1√

2
1√
6

− 1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 2√
6


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二次型的转化-对角化 (II)

从而令： 
y1

y2

y3

 =


− 1√

3
− 1√

2
1√
6

− 1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 2√
6



x1

x2

x3


我们有：

f = −2y2
1 + y2

2 + y2
3

如果要进一步变成规范型，我们只需要在令：
y1 = 1√

2
z1

y2 = z2

y3 = z3

即有：
f = −z21 + z22 + z23
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二次型的转化-配方法 (I)

我们再介绍另一个方法，配方法。它不依赖于矩阵的运算。比如考虑：

f = x21 + 2x22 + 5x23 + 2x1x2 + 2x1x3 + 6x2x3

我们考虑先将所有 x1 的项集中起来：

x21 + 2x1x2 + 2x1x3

对其配方可得：

x21 + 2x1x2 + 2x1x3 = (x1 + x2 + x3)
2 − x22 − x23 − 2x2x3

从而:
f = (x1 + x2 + x3)

2 + x22 + 4x23 + 4x2x3 = (x1 + x2 + x3)
2 + (x2 + x3)

2
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二次型的转化-配方法 (II)

f = (x1 + x2 + x3)
2 + x22 + 4x23 + 4x2x3 = (x1 + x2 + x3)

2 + (x2 + 2x3)
2

我们令 
y1

y2

y3

 =


1 1 1

0 1 2

0 0 1



x1

x2

x3

 ,即：


x1

x2

x3

 =


1 −1 1

0 1 −2

0 0 1



y1

y2

y3


则我们有：

f = xT


1 1 1

1 2 3

1 3 5

 x = yT


1 0 0

−1 1 0

1 −2 1



1 1 1

1 2 3

1 3 5



1 −1 1

0 1 −2

0 0 1

 y = yT


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 y
需要注意的是，该方法并不一定满足系数矩阵是正交的。
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二次型的转化-配方法 (II)

如果只有类似 x1x2 的项，比如：

f = 2x1x2 + 2x12x3 − 6x1x3

我们也是可以用配方法的，只要注意到：

4x1x2 = (x1 + x2)
2 − (x1 − x2)

2

从而进行 
x1

x2

x3

 =


1 1 0

1 −1 0

0 0 1



y1

y2

y3


代入再按之前配方的思路化简即可。
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合同关系

可以看到，通过一些可逆的系数变换，我们可以将一个二次型进行转换，即，令

f = xTAx

则可以通过一个可逆逆矩阵 C, 使得 x = Cy，并且:

f = yTCTACy = yTBy

我们称满足这样一个关系的矩阵 A,B 是合同的。

定义 212.
令 A,B 是 n× n 的矩阵，若存在可逆矩阵 C 使得：

B = CTAC

则称 A 和 B 是合同的。
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正定性和行列式的关系
现在我们来看一下正定性和行列式的关系。

定理 213.
如果 S 是正定矩阵，则 det(S) > 0.

证明. 由 S 是实对称的，从而存在正交矩阵 Q 使得：
λ1 · · · 0

...
. . .

...
0 · · · λn

 = QTSQ

这里 λ1, · · · , λn 是 S 的特征值。从而：∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = det(QT) det(S) det(Q)

即：
det(S) = det(QT) det(S) det(Q) = λ1 · · · λn > 0 524



行列式大于 0 的对称矩阵不一定正定

上述定理的逆命题并不一定正确。比如考察下列矩阵：
−1 0 0

0 0 2

0 2 −1


其行列式 = 4 > 0，但是我们有：

[
1 0 0

]
−1 0 0

0 0 2

0 2 −1



1

0

0

 = −1 < 0
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顺序主子式

定义 214 [顺序主子式 (Leading Principal Minors)].
给定一个 n× n 的矩阵：

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann


则对任意的 k ∈ [n]。定义下列行列式：

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k

...
...

. . .
...

ak1 ak2 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
是 A 的一个 k 阶顺序主子式 (Leading Principal Minors).
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对称矩阵正定性的判定方法

定理 215.
给定一个 n× n 的对称矩阵 S，S 是正定的当且仅当所有的顺序主子式 ∆k > 0.

直观理解
直观上来讲，当每个顺序主子式都大于 0 时，我们有：

λk =
∆k

∆k−1

这里可以不妨假设 ∆0 = 1.
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定理215的证明 (I)

令

Sk =


s11 · · · s1k
...

. . .
...

sk1 · · · skk


则我们有：∆k = det(Sk). 我们先证 (⇐) 方向，即说明每个 Sk 都是正定的。令
x = (x1, · · · , xk) ∈ Rk \ {0}，注意到：

[
x1 · · · xk

]
Sk


x1
...
xk

 =
[
x1 · · · xk 0 · · · 0

]
S



x1
...
xk

0
...
0


> 0

从而 Sk 正定，因此 ∆k = det(Sk) > 0.
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定理215的证明 (II)

另一个方向我们使用归纳法。

BASE: n = 1 时是显然的。

INDUCTION: 现在考虑 n ⩾ 2 的时候，我们有对于任意的 k ∈ [n]:

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s11 s12 · · · s1k

s21 s22 · · · s2k
...

...
. . .

...
sk1 sk2 · · · skk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s11 s12 · · · s1k

0 s22 −
s12s21

s11
· · · s2k − s1ks21

s11

0
...

. . .
...

0 sk2 −
s1ks12

s11
· · · skk − s1ksk1

s11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
对任意的 2 ⩽ i, j ⩽ k 定义：

tij = sij −
s1is1j

s11
(= sij −

s1isj1

s11
)
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定理215的证明 (III)

从而我们有：

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s11 s12 · · · s1k

0 t22 · · · t2k
...

...
. . .

...
0 tk2 · · · tkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= s11

∣∣∣∣∣∣∣∣
t22 · · · t2k
...

. . .
...

tk2 · · · tkk

∣∣∣∣∣∣∣∣
注意到 s11 = ∆1 > 0，∆k > 0，从而我们有：∣∣∣∣∣∣∣∣

t22 · · · t2k
...

. . .
...

tk2 · · · tkk

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0

对任意的 2 ⩽ k ⩽ n 是成立的。
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定理215的证明 (IV)

定义 (n− 1)× (n− 1) 的矩阵 T：

T =


t22 · · · t2k
...

. . .
...

tk2 · · · tkk


显然 T 是一个实对称矩阵，并且其所有的顺序主子式都是大于 0 的，从而有归纳假设 T 是
正定的。从而：

xTSx =
∑
i∈[n]

∑
j∈[n]

sijxixj

=
(s11x1 + · · ·+ s1nxn)

2

s11
+

n∑
i=2

n∑
j=2

tijxixj

=
(s11x1 + · · ·+ s1nxn)

2

s11
+
[
x2 · · · xn

]
T


x2
...
xn


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定理215的证明 (V)

最后我们分两种情况讨论：

1.
[
x2 · · · xn

]T
6= 0，则由 T 是正定的，我们有：

xTSx ⩾
[
x2 · · · xn

]
T


x2
...
xn

 > 0

2.
[
x2 · · · xn

]T
= 0，这意味着 x1 6= 0，注意到 s11 > 0，我们有：

xTSx =
(s11x1)

2

s11
= s11x

2
1 > 0
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阶段总结

我们讨论了矩阵一个性质，正定性。

正定矩阵的性质
令 S 是一个对称矩阵，

1. S 是正定的。

2. S 的特征值都大于 0.

3. S 的顺序主子式都大于 0。

4. 存在一个矩阵 A，使得 S = ATA.

我们还讨论了二次型的概念，以及变换成标准二次型的方法。

• 利用对称矩阵的谱分解。

• 配方法。
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对称矩阵和正定矩阵 (Symmetric Matrices and Positive Definite
Matrices)

特征空间、代数重数以及几何重数



特征空间

给定一个 n× n 的矩阵 A 和其一个特征值 λ ∈ C，若 x1, x2 是其特征向量，则我们有：

A(x1 + x2) = Ax1 +Ax2 = λx1 + λx2 = λ(x1 + x2)

A(cx1) = cAx1 = cλx1 = λ(cx1)

即其特征向量组成的空间是一个向量空间，我们称为特征空间。

定义 216 [特征空间 (Eigenspace)].
给定一个 n× n 的矩阵 A 和其一个特征值 λ ∈ C，定义：

Vλ = {x ∈ Cn | Ax = λx}

为 A 的特征值 λ 对应的特征空间。

引理 217.
Vλ 是 Cn 的一个子空间，并且 dim(Vλ) ⩾ 1。
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特征空间-例子

考察旋转矩阵：

A =

[
0 −1

1 0

]
我们有：

det(A− λI) = λ2 + 1 =⇒ λ = ±i

从而我们有：

λ = i =⇒ Vi = {x ∈ Cn | Ax = ix} = span

{[
1

i

]}

λ = −i =⇒ V−i = {x ∈ Cn | Ax = −ix} = span

{[
1

−i

]}
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几何重数

我们将 Vλ 的维数称为 λ 的几何重数 (Geometric Multiplicity)。

定义 218 [几何重数 (Geometric Multiplicity)].
给定一个 n × n 的矩阵 A 和其一个特征值 λ ∈ C，λ 的几何重数是其特征空间 Vλ 的维
数，即：

dim(Vλ) = dim ({x ∈ Cn | Ax = λx})

= dim ({x ∈ Cn | (A− λI)x = 0})

= dim (null(A− λI)) = n− rank(A− λI)

例 219.
在上述的旋转矩阵 A 中，我们有 dim(Vi) = dim(V−i) = 1，即 i 和 −i 的几何重数为 1。
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代数重数

考虑 A 的特征多项式：

fA(λ) = det(A− λI) =

n∏
i=1

(λ− λi) =

k∏
i=1

(λ− λi)
mi(m1 +m2 + · · ·+mk = n)

我们将 mi 称为 λi 的代数重数 (Algebraic Multiplicity)。

定义 220 [代数重数 (Algebraic Multiplicity)].
给定一个 n×n的矩阵A和其一个特征值 λ ∈ C，λ的代数重数是其特征多项式中 (λ−λi)

的幂次 mi，即：
mi = max{m | (λ− λi)

m是fA(λ)的因子}

例 221.
在上述的旋转矩阵 A 中，我们有 fA(λ) = (λ+ i)(λ− i)，即 i 和 −i 的代数重数为 1。
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更多的例子

考察如下矩阵：

A =


−1 1 0

−4 3 0

1 0 2


其特征多项式为：

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 1 0

−4 3− λ 0

1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1− λ)

∣∣∣∣∣3− λ 0

0 2− λ

∣∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣∣−4 0

1 2− λ

∣∣∣∣∣
= (−1− λ)(3− λ)(2− λ) + 4(2− λ)

= (1− λ)2(2− λ)

从而其特征值为 λ = 1, 2，代数重数分别为 2, 1。
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λ = 2 对应的特征空间

考察 A− 2I:

A− 2I =


−3 1 0

−4 1 0

1 0 0


不难验证 rank(A− 2I) = 2，从而 dim(V2) = n− rank(A− 2I) = 1，即 2 的几何重数为 1，
更精确的说：

V2 = {x ∈ Cn | Ax = 2x} =

c


0

0

1


∣∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ C

 = span



0

0

1



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λ = 1 对应的特征空间

考察 A− I:

A− I =


−2 1 0

−4 2 0

1 0 1


不难验证 rank(A− I) = 2，从而 dim(V1) = n− rank(A− I) = 1，即 1 的几何重数为 1，更
精确的说：

V1 = {x ∈ Cn | Ax = x} =

c


1

2

−1


∣∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ C

 = span




1

2

−1




注意到1 的代数重数为 2，即代数重数和几何重数并不相等。
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几何重数与代数重数的关系

定理 222.
特征值的代数重数大于等于其几何重数。

引理 223.
令 A 和 B 是相似矩阵，即存在可逆矩阵 P 使得 B = P−1AP，则我们有：

det(A− λI) = det(B− λI)

即两个相似矩阵不仅有相同的特征值，而且其代数重数也相等。
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引理223的证明

由于 B = P−1AP，我们有：

det(B− λI) = det(A− λI)

= det(P−1AP − P−1(λI)P)

= det(P−1(A− λI)P)

= det(P−1) det(A− λI) det(P)

= det(A− λI)

det(P) det(P−1) = 1

注意到，若 P 是可逆的，则我们有：

1 = det(I) = det(PP−1) = det(P) det(P−1) =⇒ det(P−1) =
1

det(P)
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定理222的证明 (I)

定理的直观思路
如果 dim(Vλ) = i，意味着可以从中找出 i 个线性无关的特征向量 x1, · · · , xi，使得：

A
[
x1 · · · xi

]
=
[
λx1 · · · λxi

]
=
[
x1 · · · xi

]
λ

. . .

λ


从而我们可以将 A 转化成如下的形式：

A = P

[
λIi B

O C

]
P−1

由上述引理可知 λ 的代数重数一定大于等于 i。
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定理222的证明 (II)

现在令 A 是一个 n× n 的矩阵，λ0 是其一个特征值，考虑其特征空间：

Vλ0
= {x ∈ Cn | Ax = λ0x}

令其的一组基为 v1, · · · , vm，则 m 就是 λ0 的几何重数。特别的，我们有：

A
[
v1 · · · vm

]
=
[
λ0v1 · · · λ0vm

]

=
[
v1 · · · vm

]
λ0

. . .

λ0



这里


λ0

. . .

λ0

 = λ0Im 是一个 m×m 的矩阵。
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定理222的证明 (III)

我们将 v1, · · · , vm 扩展成 Cn 的一组基，即：

v1, · · · , vm, vm+1, · · · , vn

从而我们有：

A
[
v1 · · · vm vm+1 · · · vn

]
=
[
λ0v1 · · · λ0vm Avm+1 · · · Avn

]
=
[
v1 · · · vm vm+1 · · · vn

] [λ0Im B

O C

]

这里 B 是一个 m× (n−m) 的矩阵，C 是一个 (n−m)× (n−m) 的矩阵。

546



定理222的证明 (IV)

令 P =
[
v1 · · · vm vm+1 · · · vn

]
，则 P 是可逆矩阵，从而我们有：

A = P

[
λ0Im B

O C

]
P−1

从而我们有

det(A− λI) = det(

[
λ0Im B

O C

]
− λI) =

∣∣∣∣∣(λ0 − λ)Im B

O C− λIn−m

∣∣∣∣∣
不难验证：

det(A− λI) = (λ0 − λ)mg(λ)

这里 g(λ) 是一个 n−m 次的多项式，从而 λ0 的代数重数至少为 m，即：

λ0 的代数重数 ⩾ λ0 的几何重数。
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矩阵可对角化的条件

回顾矩阵可对角化的条件：

定理 224.
n× n 的矩阵可对角化当且仅当 A 有n 个线性无关的特征向量。

从而我们可以得到：

定理 225.
n× n 的矩阵可对角化当且仅当其每个特征值的代数重数等于几何重数。

因此对于实对称矩阵来说：

推论 226.
令 S 是一实对称矩阵，并且 λ 是其一个特征值，则 λ 的几何重数等于其代数重数。
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阶段总结

• 特征空间。

• 代数重数与几何重数。

• 代数重数和几何重数之间的关系，及与对角化的联系。
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线性变换 (Linear Transformation)



线性变换 (Linear Transformation)

线性变换的概念



” 线性” 的回顾

考虑函数：
y = 3x

这是一个线性函数 f : R −→ R.

• 几何上来讲，其定义了 R2 上或者说是一个二维平面上的一条线。

• 代数上来讲，对任意的 x,y, c ∈ R 其满足：

f(x+ y) = 3(x+ y) = 3x+ 3y = f(x) + f(y)

f(cx) = 3cx = cf(x)
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线性变换的概念

定义 227 [Linear Transformation].
令 V 和 W 实两个向量空间。一个函数 T : V −→W 被称作是一个线性变换，如果其满足
对任意的 v,w ∈ V 和实数 c ∈ R:

T(v+w) = T(v) + T(w), T(cv) = cT(v)

术语说明！
在很多翻译当中，会将 V 6= W 的情况称为线性映射，而只有 V = W 的情况下称为线性
变换。我们的课件则不作这类区分，但当 V 6= W 时，我们会经常显示的表达出 V 和 W。

引理 228.
1. T(0) = 0.

2. T(cv+ dw) = cT(v) + dT(w).

3. T(c1v1 + · · ·+ cnvn) = c1T(v1) + · · ·+ cnT(vn) 553



一些例子

1. 内积 (Inner Product)：固定一个向量 a = (1, 2, 3) ∈ R3，定义 Ta(v) = a · v。则 Ta 是
R3 → R 上的线性变换。

2. 长度 (Length): 定义 T(v) = ‖v‖，则 T不是Rn → R 上的线性变换。

3. 旋转 (Rotation)：定义 V 上的映射:

T(v) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
v

则 T 是一个 V 到 V 上的线性变换，我们也称其为 V 上的线性变换。
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利用矩阵定义线性变换
由上述旋转的例子可以看到，我们可以利用矩阵的乘法来定义一个线性变换。

引理 229.
令 A 是一个 m× n 的矩阵，定义 TA : Rn −→ Rm 为：

TA(x) = Ax

则 TA 是一个 Rn 到 Rm 上的线性变换。

一个线性变换的前瞻性视角
事实上我们将说明，对于任何一个如下的线性变换：

T : V −→W

其中 dim(V) = n, dim(W) = m，我们都可以将其理解成如下的线性变换：

TA : Rn −→ Rm

555



基对线性变换的影响

我们还是先研究空间的基对线性变换的影响。

引理 230.
令 V 和 W 是两个线性空间，并且 dim(V) = dim(W) = n。令 v1, · · · , vn 是 V 的一组基，
则：

1. 令 T1, T2 : V −→W 是两个其上的线性变换，满足对任意的 i ∈ [n] 都有：

T1(vi) = T2(vi)

则 T1 = T2。

2. 令 w1, · · · ,wn 是 W 中的一组基，则存在唯一的线性变换 T : V −→W 使得对任意
的 i ∈ [n] 都有：

T(vi) = wi

这说明了，在给定的基下，线性变换是唯一确定的。
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引理230的证明

令 v ∈ V。由于 v1, · · · , vn 是 V 的一组基，从而存在 c1, · · · , cn 使得：

v = c1v1 + · · ·+ cnvn =
∑
i∈[n]

civi

从而我们有：

T1(v) = T1

∑
i∈[n]

civi

 =
∑
i∈[n]

ciT1(vi)

=
∑
i∈[n]

ciT2(vi) = T2

∑
i∈[n]

civi

 = T2(v)

另一方面，注意到 c1, · · · , cn 是唯一的，从而我们有：

T(v) =
∑
i∈[n]

ciwi

即 T 满足对任意的 i ∈ [n]，有 T(vi) = wi。
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系数向量 (一组基下的坐标)

令 V 是一个 n 维的向量空间，v1, · · · , vn 是 V 的一组基，我们记作：

v = v1, · · · , vn

注意到，对于任意的 v ∈ V，存在唯一的c1, · · · , cn ∈ R 使得：

v = c1v1 + · · ·+ cnvn

定义其系数构成的向量 (coordinate vector) 为：

(c1, · · · , cn) ∈ Rn

其被称作是在基 v 下的坐标。
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回顾-向量空间 V = R+

回顾我们之前提过的一个很奇怪的向量空间：

V = R+ = {x ∈ R | x > 0}

我们定义了其上的加法 ⊕和数乘 ⊗:

x⊕ x ′ = x× x ′, c⊗ x = xc

由于 dim(V) = 1，我们可以选取如下的一组基：

v1 = 2

则对于任意的 x ∈ V，我们有唯一的 c ∈ R 使得：

x = c⊗ v1 = 2c

即：c = log2 x 是 x 在基 v1 下的坐标。
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坐标的表示也是线性变换

令 n 维空间 V 的一组基为 v，我们定义 Tv : V −→ Rn:

Tv(v) = (c1, · · · , cn)

这里 (c1, · · · , cn) 是 v 在基 v 下的坐标。

定理 231.
Tv 是一个 V 到 Rn 上的线性变换。并且 Tv 是一一对应的 (bijiective)。
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V = R+ 上的例子

V = R+ = {x ∈ R | x > 0}

我们定义了其上的加法 ⊕和数乘 ⊗:

x⊕ x ′ = x× x ′, c⊗ x = xc

由于 dim(V) = 1，我们可以选取如下的一组基：

v1 = 2

则对于任意的 x ∈ V, log2 x 是其在基 v1 下的坐标。

下列映射：
x 7→ log2 x

是 R+ 到 R 上的一一对应的线性变换。
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定理231的证明 (I)

我们只需证明：

1. 对任意的 u, v ∈ V 有
Tv(u+ v) = Tv(u) + Tv(v)

2. 对任意的 v ∈ V 和 c ∈ R 有
Tv(cv) = cTv(v)

3. Tv 是一个双射：
◦ 满射 (Surjection)：对任意的 (c1, · · · , cn) ∈ Rn，存在 v ∈ V 使得 Tv(v) = (c1, · · · , cn)。
◦ 单射 (Injection)：对任意的 v,u ∈ V，如果 Tv(v) = Tv(u)，则 v = u。
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定理231的证明 (II)

令 v =
∑

i∈[n] civi, v ′ =
∑

i∈[n] c
′
ivi，则我们有：

Tv(v+ v ′) = Tv

∑
i∈[n]

civi +
∑
i∈[n]

c ′
ivi


= Tv

∑
i∈[n]

(ci + c ′
i)vi


= (c1 + c ′

1, · · · , cn + c ′
n)

= (c1, · · · , cn) + (c ′
1, · · · , c ′

n)

= Tv

∑
i∈[n]

civi

+ Tv

∑
i∈[n]

c ′
ivi

 = Tv(v) + Tv(v ′)
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定理231的证明 (III)

令 v =
∑

i∈[n] civi 和 c ∈ R，则我们有：

Tv(cv) = Tv(c
∑
i∈[n]

civi)

= Tv

∑
i∈[n]

(cci)vi


= (cc1, · · · , ccn)

= c (c1, · · · , cn)

= cTv(
∑
i∈[n]

civi) = cTv(v)
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定理231的证明 (IV)

最后我们证明 Tv 是一个双射：

• 令 v, v ′ ∈ V 满足：Tv(v) = Tv(v ′) = (c1, · · · , cn)，则我们有：

v =
∑
i∈[n]

civi = v ′

即 v = v ′。

• 令 (c1, · · · , cn) ∈ Rn，则定义：

u = c1v1 + · · ·+ cnvn =
∑
i∈[n]

civi ∈ V

从而我们有：Tv(u) = (c1, · · · , cn).
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Tv 和 Tv ′

我们可以看到, Tv : V −→ Rn 的定义取决于基 v 的选择：

v1, · · · , vn

如果我们选取不同的基 v 和 v ′，Tv 和 Tv′ 有什么关系？

例 232.
考察 R2, 我们选取两组基：

v1 =

[
1

0

][
0

1

]
, v2 =

[
1

−1

][
1

1

]
,

则对于

[
2

3

]
来说，我们有：

Tv1(

[
2

3

]
) =

[
2

3

]
, Tv2(

[
2

3

]
) =

[
2.5

−0.5

]

事实上，我们将证明其中存在一个基变换矩阵M 满足：Tv1(v) = MTv2(v). 566



一些矩阵表示 (I)

令 v1, · · · , vn ∈ V，A 是一个 n×m 的矩阵。则我们定义：[
u1 · · · un

]
=
[
v1 · · · vn

]
A

为满足：
ui =

∑
k∈n

A(k, i)vk

的 m 个 V 中的元素 u1, · · · ,um ∈ V。

说明

注意，这里的 ui, vi 并不是列向量，而是 V 中的一个元素，从而
[
u1 · · · um

]
并不是矩

阵，我们使用相同的写法是因为可以证明其有类似的含义。
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一些矩阵表示 (II)

引理 233.
令 v1, · · · , vn ∈ V，A 是 n×m 的矩阵，B 是 m× l 的矩阵，则我们有：[

v1 · · · vn
]
(AB) = (

[
v1 · · · vn

]
A)B

证明. 定义：[
u1 · · · um

]
=
[
v1 · · · vn

]
A,

[
w1 · · · wl

]
= (
[
v1 · · · vn

]
A)B

则对于任意的 i ∈ [l]，我们有：

wi =
∑

k∈[m]

B(k, i)uk =
∑

k∈[m]

B(k, i)

∑
j∈[n]

A(j, k)vj

 =
∑
j∈[n]

 ∑
k∈[m]

A(j, k)B(k, i)

 vj

即：
(
[
v1 · · · vn

]
A)B =

[
w1 · · · wl

]
=
[
v1 · · · vn

]
(AB)
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基变换-过度矩阵

令 v = v1, · · · , vn 是 V 的一组基，则对于 v ∈ V 我们有：

v =
[
v1 · · · vn

]
Tv(v)

引理 234.
令 v = v1, · · · , vn 和 v ′ = v ′

1, · · · , v ′
n 是 V 的两组基，则存在一个唯一的 n×n 矩阵 M满

足： [
v ′
1 · · · v ′

n

]
=
[
v1 · · · vn

]
M

定义 235 [Change of Basis].
上述 M 被称作基 v 到 v ′ 的过渡矩阵。
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引理234的证明

由于 v1, · · · , vn 是 V 的一组基，从而对于任意的 v ′
i，存在唯一的 ai1, · · · ,ain 使得：

v ′
i = ai1v1 + · · ·+ ainvn =

∑
k∈[n]

aikvk

即 (ai1, · · · ,ain) ∈ Rn 是 v ′
i 在基 v 下的坐标。

定义下列矩阵：

M =


a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


则我们有： [

v ′
1 · · · v ′

n

]
=
[
v1 · · · vn

]
M

M 的唯一性由 v ′
i =

∑
k∈[n] aikvk 保证。
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M 是可逆的

定理 236.
M 是可逆的。

证明. 由引理 234，存在唯一的 n× n 的矩阵 M ′ 满足：[
v1 · · · vn

]
=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
M ′

从而：[
v ′
1 · · · v ′

n

]
=
[
v1 · · · vn

]
M = (

[
v ′
1 · · · v ′

n

]
M ′)M =

[
v ′
1 · · · v ′

n

]
(M ′M)

另一方面，我们有：
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
I，即 I 也是 v ′ 到 v ′ 的过渡矩阵。根

据过渡矩阵的唯一性，我们有：
M ′M = I
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坐标变换公式 (I)

定理 237.
令 vn 和 v ′ 是 V 的两组基，则对于任意的 u ∈ V，我们有：

Tv(u) = MTv′(u)

证明. 注意到： [
v1 · · · vn

]
Tv(u) = u =

[
v ′
1 · · · v ′

n

]
Tv′(u)

=
([
v1 · · · vn

]
M
)
Tv′(u)

=
[
v1 · · · vn

]
(MTv′(u))

从而由 v1, · · · , vn 是线性无关的，我们有：

Tv(u) = MTv′(u)
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坐标变换公式 (II)

给定 v ∈ V:

• 其在基 v 下的坐标为: 
x1
...
xn


• 其在基 v ′ 下的坐标为: 

x ′
1

...
x ′
n


则 Tv(v) = MTv′(v) 告诉我们： 

x1
...
xn

 = M


x ′
1

...
x ′
n


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阶段总结

• 线性变换的基本概念。

• 利用坐标来表示向量空间的元素，线性变换 Tv.

• 利用矩阵来表示基变换下的不同坐标。
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线性变换 (Linear Transformation)

线性变换的矩阵形式



利用矩阵表示线性变换 (I)

令 V 和 W 是两个向量空间，并且 dim(V) = n, dim(W = m) 特别的：

v = v1, · · · , vn 和 w = w1, · · · ,wm

分别是 V 和 W 的一组基。

定义 T : V −→W 是一个线性变换，这意味着对于 i ∈ [n], j ∈ [m]，存在 aij ∈ R 使得：

T(v1) = a11w1 + · · ·+ a1mwm

T(v2) = a21w1 + · · ·+ a2mwm

...

T(vn) = am1w1 + · · ·+ anmwm
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利用矩阵表示线性变换 (II)

给定 v ∈ V，则存在 c1, · · · , cn ∈ R：

v = c1v1 + · · ·+ cnvn

从而：
T(v) = T(c1v1 + · · ·+ cnvn)

= c1T(v1) + · · ·+ cnT(vn)

= c1(a11w1 + · · ·+ a1mwm) + · · ·+ cn(am1w1 + · · ·+ anmwm)

= (a11c1 + · · ·+ am1cn)w1 + · · ·+ (a1mc1 + · · ·+ anmcn)wm

=
∑
j∈[m]

∑
i∈[n]

ciaij

wj

即 T(v) 在基 w 下的坐标为：

(
∑
i∈[n]

ciai1, · · · ,
∑
i∈[n]

ciaim)
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利用矩阵表示线性变换 (III)

定义下列矩阵：

AT =


a11 · · · an1

...
. . .

...
a1m · · · anM


则 T(v) 在基 w 下的坐标为：

AT


c1
...
cn



定义 238.
AT 被称作线性变换 T 在基 v 和 w 下的矩阵。
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矩阵 AT 的性质

引理 239.
1. [

T(v1) · · · T(vn)
]
=
[
w1 · · · wm

]
AT

2. AT 是唯一的，即如果存在 m× n 的矩阵 B 使得：[
T(v1) · · · T(vn)

]
=
[
w1 · · · wm

]
B

则我们有 B = AT。

证明.

1. 由 AT 的定义可直接得到。

2. 由 T(vj) =
∑

i∈[n] ajiwi 的唯一性可以得到。
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线性变换和矩阵乘法的关系

令 V 和 W 是两个向量空间，并且 dim(V) = n, dim(W = m) 特别的：

v = v1, · · · , vn 和 w = w1, · · · ,wm

分别是 V 和 W 的一组基。我们有：

定理 240.
令 v ∈ V 和 w ∈W。若 x ∈ Rn 是 v 在基 v 下的坐标，y ∈ Rm 是 T(v) 在基 w 下的坐标，
则我们有：

T(v) = w ⇐⇒ y = ATx

这说明，在给定的基下，线性变换可以用一个大小确定的矩阵来表示。
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定理240的证明

不妨令 x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · ,yn)，从而：

v =
∑
i∈[n]

xivi, w =
∑
j∈[m]

yjwj

若 T(v) = w，则我们有：

T(v) = T

∑
i∈[n]

xivi

 =
∑
i∈[n]

xiT(vi)

=
[
T(v1) · · · T(vn)

]
x1
...
xn

 =
[
T(v1) · · · T(vn)

]
x

=
[
w1 · · · wm

]
ATx =

[
w1 · · · wm

]
(ATx)

另一方面，注意到 w1, · · · ,wn 是线性无关的：

w =
∑
j∈[m]

yjwj =
[
w1 · · · wm

]
y = (

[
w1 · · · wm

]
AT )x =

[
T(v1) · · · T(vn)

]
x
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ATAS 与线性变换的复合

令 U,V,W 是三个向量空间，其基分别为 u, v,w。

引理 241.
令 S : U −→ V 和 T : V −→W 是两个线性变换。

• 定义 TS : U −→W 为：
TS(u) = T(S(u))

则 TS 是一个线性变换。

• 若 AS 和 AT 分别是 S 和 T 在基 u, v 和 v,w 下的矩阵，则 ATS 是 TS 在基 u,w 下
的矩阵，则:

ATS = ATAS

即 ATAS 是 TS 在基 u,w 下的矩阵。
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一个例子-旋转的复合 (I)

考察 R2 上的旋转变换：
T : R2 −→ R2

其将向量逆时针旋转 θ 角度，从而我们有：

T(v) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
v

我们使用如下的标准基：

e =

[
1

0

]
,

[
0

1

]
则:

AT =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
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一个例子-旋转的复合 (II)

现在考察 R2 上的两个旋转变换 (即令 U = V = W = R2)，令 S 将向量逆时针旋转 θ 角度，
T 将向量逆时针旋转 δ 角度，即：

S(v) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
v, T(v) =

[
cos δ − sin δ

sin δ cos δ

]
v

从而：

TS(v) = T(S(v)) =

[
cos δ − sin δ

sin δ cos δ

][
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
v

=

[
cos(θ+ δ) − sin(θ+ δ)

sin(θ+ δ) cos(θ+ δ)

]
v

而在标准基 e 下我们有：

ATS =

[
cos(θ+ δ) − sin(θ+ δ)

sin(θ+ δ) cos(θ+ δ)

]
=

[
cos δ − sin δ

sin δ cos δ

][
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
= ATAS
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引理241的证明

我们先证明 TS 是一个线性变换。给定 u,u ′ ∈ U 和 c ∈ R:

TS(u+ u ′) = T(S(u+ u ′)) = T(S(u) + S(u ′)) = T(S(u)) + T(S(u ′)) = TS(u) + TS(u ′)

TS(cu) = T(S(cu)) = T(cS(u)) = cT(S(u)) = cTS(u)

从而 TS 是一个线性变换。

另一方面，令 TS(u) 在 w 下的坐标为 z，S(u) 在 v 下的坐标为 y，u 在 u 下的坐标为 x，则
我们有：

TS(u) = T(S(u)) =⇒ z = ATy

S(u) = S(u) =⇒ y = ASx

从而我们有：
z = ATASx

即：
ATS = ATAS

585



目前为止对线性变换和矩阵的认知

令 V 和 W 是两个向量空间，并且 dim(V) = n, dim(W = m)，特别的令其基分别为 v和 w。

• 我们定义了线性变换，特别的，V 到 W 上所有的线性变换为如下的集合：

T(V,W) := {T | T : V −→W 是一个线性变换。}

通过合适的加法运算和数乘运算，T(V,W) 是一个向量空间。

• 考虑所有的 m× n 的实矩阵：

Mm×n(R) = {A | A是一个 m× n 的实矩阵。}

• 令 T ∈ T(V,W)，AT ∈Mm×n(R) 存在且唯一，满足：

T(v) = w ⇐⇒ y = ATx

这其实说明了，在给定的基下，线性变换和矩阵是一一对应的。
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线性变换就是矩阵！(I)

定理 242.
下述映射：

T 7→ AT

是 T(V,W) 到 Mm×n(R) 的一一映射。

证明. 令 T1, T2 ∈ T(V,W)，并且假设：

AT1
=


a11 · · · an1

...
. . .

...
a1m · · · anm

 , AT2
=


b11 · · · bn1

...
. . .

...
b1m · · · bnm


即：

T1(v1) = a11w1 + · · ·+ a1mwm

...

T1(vn) = an1w1 + · · ·+ anmwm

,

T2(v1) = b11w1 + · · ·+ b1mwm

...

T2(vn) = bn1w1 + · · ·+ bnmwm
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线性变换就是矩阵！(II)

定理242的证明续. 若 T1 6= T2，则存在 i ∈ [n] 使得

T1(vi) 6= T2(vi)

从而 (ai1, · · · ,aim) 6= (bi1, · · · ,bim)，即 AT1
6= AT2

。从而映射 T 7→ AT 是单射。

另一方面，给定 A ∈Mm×n(R)，定义：

ui = a11w1 + · · ·+ a1mwm

...

un = an1w1 + · · ·+ anmwm

定义 T : V −→W 满足对任意的 i ∈ [n] 有 T(vi) = ui。则 T ∈ T(V,W) 且 AT = A。即映射
T 7→ AT 是满射。
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不同基下的线性变换

可以看到 AT 是依赖选择的基的。如果选择不同的基会发生什么？

定理 243.
令 V 是一个 n 维的向量空间，v 和 v ′ 是 V 的两组基。考虑 V −→ V 的一个线性变换 T，
令：

• M 是 v 到 v ′ 的过渡矩阵。

• A 是在基 v 下 T 对应的矩阵。

• B 是在基 v ′ 下 T 对应的矩阵。

则我们有：
B = M−1AM

相似矩阵！
上述定理说明了，在同一个向量空间上不同基下的线性变换对应的矩阵是相似的。
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定理243的证明 (I)

M 是 v 到 v ′ 的过渡矩阵，从而：[
v ′
1 · · · v ′

n

]
=
[
v1 · · · vn

]
M

M 是可逆的，因此： [
v1 · · · vn

]
=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
M−1

由 A,B 的定义我们有： [
T(v1) · · · T(vn)

]
=
[
v1 · · · vn

]
A[

T(v ′
1) · · · T(v ′

n)
]
=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
B

我们将先证明： [
T(v ′

1) · · · T(v ′
n)
]
=
[
T(v1) · · · T(vn)

]
M
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定理243的证明 (II)

令：

M =


m11 · · · mn1

...
. . .

...
m1n · · · mnn


从而对任意的 i ∈ [n]，我们有：

v ′
i =

∑
j∈[n]

mijvj

从而：

T(v ′
i) = T

∑
j∈[n]

mijvj

 =
∑
j∈[n]

mijT(vj)

即：

[
T(v ′

1) · · · T(v ′
n)
]
=
[
T(v1) · · · T(vn)

]
m11 · · · mn1

...
. . .

...
m1n · · · mnn

 =
[
T(v1) · · · T(vn)

]
M
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定理243的证明 (III)

从而我们有： [
T(v ′

1) · · · T(v ′
n)
]
=
[
T(v1) · · · T(vn)

]
M

=
[
v1 · · · vn

]
AM

=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
M−1AM

=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
(M−1AM)

注意到： [
T(v ′

1) · · · T(v ′
n)
]
=
[
v ′
1 · · · v ′

n

]
B

由线性变换矩阵的唯一性可知：
B = M−1AM
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选择最好的基

我们知道基的选择会影响一个线性变换对应的矩阵。考察 n 维空间 V 上的一个线性变换，
令其一组基为 v = v1, · · · , vn. 若对于每一个 i ∈ [n]，都存在 λi ∈ R 使得：

T(vi) = λivi

则我们有：

AT =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn


与矩阵相类似，我们也称满足 T(vi) = λivi 的 λi 和 vi 为 T 上的特征值和特征向量。

若尔当标准型 (Jordan Form)
根据之前的学习，我们知道并不是所有矩阵都可以对角化。同样的，对于线性变换，我
们也不是所有的线性变换都可以找到一组特征向量作为基。但我们可以寻找尽可能接近
对角化的形式，这就是若尔当标准型 (Jordan Form)，但我们在这里不多叙述。。
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阶段总结

线性变换的矩阵形式
1. 在给定的基下，线性变换可以用一个唯一的矩阵来表示。

2. 线性变换的复合就是矩阵的乘积。

3. 在给定的基下，线性变换和矩阵是一一对应的。

4. 不同基下的线性变换对应的矩阵是相似的。
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线性变换 (Linear Transformation)

线性变换的像和核



像的定义

本节我们固定两个向量空间 V 和 W，并且考虑 V 到 W 上的一个线性变换 T。

定义 244 [像 (Image)].
T 的像 (Image) 是：

Im(T) := {T(v) | v ∈ V}

V

W

T
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核的定义

定义 245 [核 (Kernel)].
T 的核 (Kernel) 是：

Ker(T) := {v ∈ V | T(v) = 0}

V

W

T 0
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像和核的基本性质

引理 246.
令 V 和 W 是两个向量空间，T : V −→W 是一个线性变换。则：

1. Im(T) 是 W 的一个子空间。

2. Ker(T) 是 V 的一个子空间。

598



矩阵 A 和线性变换 TA

考虑一个 m× n 的矩阵 A:
TA(x) = Ax

是一个 Rn 到 Rm 上的线性变换。我们有：

Im(TA) = {TA(x) | x ∈ Rn} = {Ax | x ∈ Rn} = C(A)

Ker(TA) = {x | TA(x) = 0} = {x ∈ Rn | Ax = 0} = N(A)

推论 247.
1. 线性变换 T 是单射当且仅当：

Ker(T) = {0}

2. 假设 W 是有限维的，线性变换 T 是满射当且仅当：

dim(Im(T)) = dim(W)
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Rank-Nullity 定理

定理 248 [Rank-Nulity定理].
令 V 和 W 是两个有限维的向量空间，T : V −→W 是一个线性变换。则：

dim(V) = dim(Im(T)) + dim(Ker(T))

V

W

T 0

Ker(T)

Im(T)

推论 249.
令 A 是 m× n 的矩阵，则：

n = dim(C(A)) + dim(N(A)) = rank(A) + dim(N(A))
600



Rank-Nullity 定理的证明 (I)

假设 V 存在一组基 v = v1, · · · , vn，特别的 dim(V) = n。注意到：

Im(T) = span{T(v1), · · · , T(vn)}

从而 {T(v1), · · · , T(vn)} 中的一组极大的线性无关的子集构成了 Im(T) 的一组基。令其为：

w = w1, · · · ,wm

从而 dim(Im(T)) = m，不妨令对于所有的 i ∈ [m]：

T(vi) = wi

否则我们重新排列 vi 的顺序。
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Rank-Nullity 定理的证明 (II)

Ker(T) 是 V 的子空间，从而 Ker(T) 存在一组基：

u1, · · · ,up

其中 p ⩽ n。

我们下面证明：
v1, · · · , vm,u1, · · · ,up是 V 中的一组基。

若上述命题成立，则立马可以得到：

dim(V) = dim(Im(T)) + dim(Ker(T))
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Rank-Nullity 定理的证明 (III)

引理 250.
v1, · · · , vm,u1, · · · ,up 是 V 中的一组基。

证明. 令 v ∈ V，则 T(v) ∈ Im(T)，从而存在 x1, · · · , xn ∈ R 使得：

T(v) =
m∑
i=1

xiwi =

m∑
i=1

xiT(vi) = T

(
m∑
i=1

xivi

)
从而：

T

(
v−

m∑
i=1

xivi

)
= 0 =⇒ v−

m∑
i=1

xivi ∈ Ker(T)

即：

v−
m∑
i=1

xivi ∈ span{u1, · · · ,up} =⇒ v =

m∑
i=1

xivi +
p∑

i=1

yiui

从而我们有：

v ∈ span{v1, · · · , vm,u1, · · · ,up} =⇒ V = span{v1, · · · , vm,u1, · · · ,up}
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Rank-Nullity 定理的证明 (IV)

引理的证明续. 我们还需要证明v1, · · · , vm,u1, · · · ,up 是线性无关的。假设存在
x1, · · · , xm,y1, · · · ,yp ∈ R 使得：

m∑
i=1

xivi +
p∑

i=1

yiui = 0

则：

0 = T

(
m∑
i=1

xivi +
p∑

i=1

yiui

)

=

m∑
i=1

xiT(vi) +
p∑

i=1

yiT(ui) =

m∑
i=1

xiT(vi) =
m∑
i=1

xiwi

由 w1, · · · ,wm 是线性无关的，从而对任意的 i ∈ [m] 都有 xi = 0，因此我们有：
p∑

i=1

yiui = 0

由 u1, · · · ,uj 是线性无关的，我们也可以得到 y1 = · · · = yp = 0。从而
v1, · · · , vm,u1, · · · ,up 是线性无关的。
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一个应用

我们来展现一个 Rank-Nullity 定理的应用。

令 A 是一个 m× n 的矩阵，B 是一个 n× l 的矩阵。我们有：

rank(AB) ⩽ min{rank(A), rank(B)}

我们进一步将证明：
rank(A) + rank(B) ⩽ rank(AB) + n

一个简短但神秘的证明

rank(AB) + n = rank

([
AB O

O I

])
= rank

([
AB O

B I

])

= rank

([
O −A

B I

])
= rank

([
B I

O −A

])

= rank

([
B −I

O A

])
⩾ rank(A) + rank(B)
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从 Rank-Nullity 定理角度的证明 (I)

由 Rank-Nullity 定理我们有：

rank(A) + rank(B) ⩽ rank(AB) + n

等价于：
(n− dim(N(A))) + (l− dim(N(B))) ⩽ (l− dim(N(AB))) + n

即要证：
dim(N(A)) + dim(N(B)) ⩾ dim(N(AB))

更加清楚的直观
其实从上述式子可以看到，这个不等式是比较显然的，因为 N(AB) 的维数显然不可能超
过 N(A) 与 N(B) 的维数之和。

606



从 Rank-Nullity 定理角度的证明 (II)

令 x ∈ Rl，则我们有：

x ∈ N(AB) ⇐⇒ ABx = 0 ⇐⇒ Bx ∈ N(A)

定义：
W = {Bx | x ∈ Rl, Bx ∈ N(A)} =⇒ W = C(B) ∩N(A) ⊆ Rn

从而 W 是 N(A) 的一个子空间。定义线性变换 T : N(AB) =⇒ Rn：

T(x) = Bx

从而我们有：
Im(T) = W

Ker(T) = {x ∈ N(AB) | Bx = 0} = N(B)

从而由 Rank-Nullity 定理我们有：

dim(N(AB)) = dim(Im(T))+dim(Ker(T)) = dim(W)+dim(N(B)) ⩽ dim(N(A))+dim(N(B))
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阶段总结

• 线性变换的核与像，矩阵的零空间与列空间。

• Rank-Nullity 定理。
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线性变换 (Linear Transformation)

对偶性 (Duality)



线性泛函 (Linear Functional)

我们固定一个向量空间 V。我们考察其到 R 上的线性映射

定义 251 [线性泛函].
一个 V 上的泛函 L 是一个线性映射 f : V −→ R，即：L ∈ T(V,R)。

例 252.
1. F : R3 =⇒ R：

F(x,y, z) = 4x− 5y+ 2z

是一个线性泛函。

2. 固定 (c1, · · · , cn) ∈ Rn，定义 F : Rn =⇒ R:

F(x) =
n∑

i=1

cixi

是一个线性泛函。
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对偶空间

定义 253 [对偶空间 (Dual Space)].
V 的对偶空间V ′是 V 上所有线性泛函的集合。即：

V ′ = T(V,R)

引理 254.
V ′ 是一个向量空间。
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对偶基

我们先给出对偶基 (Dual Basis) 的概念。

定义 255 [对偶基 (Dual Basis)].
令

v1, · · · , vn

是 V 中的一组基。则 v1, · · · , vn 的对偶基是如下的系列：

L1, · · · ,Ln

其中，Li 是 V 上的线性泛函，满足：

Li(vj) =

1 i = j

0 i 6= j
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对偶基是对偶空间的一组基 (I)

我们下面证明，我们给出的对偶基的概念，恰恰是对偶空间的一组基。

定理 256.
假设 V 是有限维的，则 V ′ 中一组基的对偶基是 V ′ 的一组基。

推论 257.
dim(V) = dim(V ′)。

证明. 令 v1, · · · , vn 是 V 的一组基，L1, · · · ,Ln 是其对偶基。假设存在 c1, · · · , cn ∈ R 使得：

T = c1L1 + · · ·+ cnLn = 0

则对任意的 i ∈ [n]：

0 = T(vi) = (c1L1 + · · ·+ cnLn)(vi) = ciLi(vi) = ci

从而 c1 = · · · = cn = 0，即 L1, · · · ,Ln 是线性无关的。
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对偶基是对偶空间的一组基 (II)

证明续. 另一方面，考虑 T ∈ V ′ = T(V,R)，即 T 是一个 V 到 R 的线性映射。

对任意的 i ∈ [n]，令：
ci = T(vi)

则定义：
T ′ = c1L1 + · · ·+ cnLn

显然 T ′ ∈ T(V,R) = V ′，并且对任意的 i ∈ [n]：

T ′(vi) = ciLi(vi) = ci = T(vi)

即 T ′ = T，从而：
V ′ = span{L1, · · · ,Ln}
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对偶变换

令 V 和 W 是两个向量空间。

定义 258 [对偶变换 (Dual Transformation)].
对于一个线性变换 T ∈ T(V,W)，定义其对偶变换 T ′ ∈ (W ′,V ′)：

T ′(L) = LT , 即对任意的 v ∈ V 有 T ′(L)(v) = L(T(v))

我们要说明两件事：

1. 对任意的 L ∈W ′，T ′(L) 是 V ′ 上的线性泛函，即是 V 到 R 上的线性变换。

2. T ′ 是一个 W ′ 到 V ′ 上的线性变换。
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T ′(L) ∈ V ′

注意到：
T ′(L) = LT , 即对任意的 v ∈ V 有 T ′(L)(v) = L(T(v))

我们只需验证 T ′(L) 是 V ′ 到 R 上的线性变换即可。

• 向量加法：令 v1, v2 ∈ V，则：

T ′(L)(v1 + v2) = L(T(v1 + v2)) = L(T(v1) + T(v2))

= L(T(v1)) + L(T(v2)) = T ′(L)(v1) + T ′(L)(v2)

• 数乘：令 v ∈ V，c ∈ R，则：

T ′(L)(cv) = L(T(cv)) = L(cT(v)) = cL(T(v)) = cT ′(L)(v)
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T ′ ∈ T(W ′.V ′)

注意到：
T ′(L) = LT , 即对任意的 v ∈ V 有 T ′(L)(v) = L(T(v))

• 向量加法：令 L1,L2 ∈W ′ = T(W,R)，则对于任意的 v ∈ V:

T ′(L1 + L2)(v) = (L1 + L2)(T(v)) = L1(T(v)) + L2(T(v))

= T ′(L1)(v) + T ′(L2)(v)

即 T ′(L1 + L2) = T ′(L1) + T ′(L2).

• 数乘：令 L ∈W ′ = T(W,R)，c ∈ R，则对于任意的 v ∈ V：

T ′(cL)(v) = (cL)(T(v)) = cL(T(v)) = cT ′(L)(v)

即 T ′(cL) = cT ′(L).
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转置矩阵与对偶变换

给定两个向量空间 V 和 W：

• 令 v = v1 · · · vn 是 V 的一组基，Lv1, · · · ,Lvn 是其对偶基，也是 V ′ 的一组基。

• 令 w = w1 · · ·wm 是 W 的一组基，Lw1 , · · · ,Lwm 是其对偶基，也是 W ′ 的一组基。

定理 259.
令 T ∈ T(V,W)并且AT 是 T 在基 v和w下的矩阵。令AT ′ 是其对偶变换 T ′ ∈ T(W ′,V ′)

在基 Lw1 , · · · ,Lwm 和 Lv1, · · · ,Lvn 下的矩阵。则：

AT ′ = AT
T
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定理259的证明 (I)

记

AT =


a11 · · · an1

...
. . .

...
a1m · · · anm

, AT ′ =


b11 · · · bm1

...
. . .

...
b1n · · · bmn


即：

T(v1) = a11w1 + · · ·+ a1mwm

T(v2) = a21w1 + · · ·+ a2mwm

...

T(vn) = an1w1 + · · ·+ anmwm

,

T ′(Lw1 ) = b11L
v
1 + · · ·+ b1nL

v
n

T ′(Lw2 ) = b21L
v
1 + · · ·+ b2nL

v
n

...

T ′(Lwm) = bm1L
v
1 + · · ·+ bmnL

v
n
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定理259的证明 (II)

注意到对偶基的定义：

Lvi(vj) =

1 i = j

0 i 6= j

从而对于任意的 i ∈ [m], j ∈ [n] 有：

T ′(Lwi )(vj) = (bi1L
v
1 + · · ·+ binL

v
n)(vj) = bijL

v
j (vj) = bij

另一方面，由定义可得：

T ′(Lwi )(vj) = Lwi (T(vj)) = Lwi (aj1w1 + · · ·+ ajmwm)

= aj1L
w
i (w1) + · · ·+ ajmLwi (wm)

= ajiL
w
i (wi) = aji

从而：
bij = T ′(Lwi )(vj) = aji
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零化子 (Annihilator)

现在我们来考虑一下对偶变换中的像与核。

定义 260 [零化子 (Annihilator)].
令 V 是一个向量空间，U ⊆ V 是其子空间。U 的零化子，记作 U0，定义如下：

U0 = {L ∈ V ′ | L(u) = 0, ∀u ∈ U}

引理 261.
U0 是 V ′ 的一个子空间。
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U0 是子空间的证明

• 显然零函数 0 ∈ U0。

• 零 L1, L2 ∈ U0, 则对任意的 u ∈ U，有：

(L1 + L2)(u) = L1(u) + L2(u) = 0+ 0 = 0

即 L1 + L2 ∈ U0。

• L ∈ U0，c ∈ R，则对任意的 u ∈ U，有：

(cL)(u) = cL(u) = c · 0 = 0

即 cL ∈ U0。
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零化子的维数
定理 262.
令 V 是一个有限维的向量空间，U ⊆ V 是其子空间。则：

dim(U) + dim(U0) = dim(V)

证明. 我们使用如下的包含映射 (Inclusion Linear Transformation)：Tincl : U −→ V：

对任意的 u ∈ U 有Tincl(u) = u

则其对偶映射为 T ′
incl ∈ T(V ′,U ′)，则由 Rank-Nullity 定理有：

dim(V ′) = dim(Im(T ′
incl)) + dim(Ker(T ′

incl))

我们将证明：
• Im(T ′

incl) = U ′。
• Ker(T ′

incl) = U0。
从而：

dim(V) = dim(V ′) = dim(U ′) + dim(U0) = dim(U) + dim(U0)
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Im(T ′incl) = U ′

令 L ∈ U ′ = T(U,R)。注意到 V 是有限维的，不妨令其一组基为；

v1, · · · , vm, vm+1, · · · , vn

注意到 U 是 V 的子空间，不妨进一步假设 v1, · · · , vm 是 U 的一组基。我们定义
LV ∈ T(V,R)：

LV(vi) =

L(vi) i ∈ [m]

0 i ∈ [m+ 1,n]

则对任意的 u ∈ U 有：

T ′
incl(LV)(u) = LV(Tincl(u)) = LV(u) = L(u)

这里最后一个等号是因为 u ∈ U 可以写成：

u = u1v1 + · · ·+ umvm + 0vm+1 + · · ·+ 0vn

的形式，从而：
Im(T ′

incl) = U ′
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Ker(T ′incl) = U0

对于 Ker(T ′
incl) 有：

Ker(T ′
incl) = {L ∈ V ′ | Ker(T ′

incl)(L) = 0}

= {L ∈ V ′ | 对任意的 u ∈ U 有 T ′
incl(L)(u) = 0}

= {L ∈ V ′ | 对任意的 u ∈ U 有 L(Tincl(u)) = 0}

= {L ∈ V ′ | 对任意的 u ∈ U 有 L(u) = 0}

= U0
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对偶变换的核的性质

定理 263.
假设 V 和 W 是有限维的向量空间，令 T ∈ T(V,W)，则：

1. Ker(T ′) = (Im(T))0。

2. dim(Ker(T ′)) = dim(Ker(T)) + dim(W) − dim(V)。

证明. 我们先利用第一个结论来证明第二个，注意到：

dim(Ker(T ′)) = dim((Im(T))0)

= dim(W) − dim(Im(T))

= dim(W) − (dim(V) − dim(Ker(T)))

= dim(Ker(T)) + dim(W) − dim(V)
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Ker(T ′) = (Im(T))0

• 令 L ∈ Ker(T ′)，即 T ′(L) = 0 ∈ V ′ = T(V,R)，也就是对任意的 v ∈ V 有

T ′(L)(v) = L(T(v)) = 0

从而对于任意的 w ∈ Im(T)，我们都有 L(w) = 0，即 L ∈ (Im(T))0，即：

Ker(T ′) ⊆ (Im(T))0

• 另一方面，考察 L ∈ (Im(T))0，这意味着对任意的 w ∈ Im(T) 都有

L(w) = 0

从而对任意的 u ∈ V：
T ′(L)(u) = L(T(u)) = 0

即：L ∈ Ker(T) ′，也就是(Im(T))0 ⊆ Ker(T ′)。
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对偶变换的像的性质

定理 264.
假设 V 和 W 是有限维的向量空间，令 T ∈ T(V,W)，则：

1. dim(Im(T ′)) = dim(Im(T)).

2. Im(T ′) = (Ker(T))0。

证明.
1. dim(Im(T ′)) = dim(W ′) − dim(Ker(T ′)) = dim(W) − dim((Im(T))0) = dim(Im(T)).
2. 令 L ∈ Im(T ′) ⊆ V ′，则存在 Lw ∈W ′ 使得：T ′(Lw) = L

注意到对任意的 u ∈ Ker(T) 我们有：

L(u) = T ′(Lw)(u) = Lw(T(u)) = Lw(0) = 0

从而L ∈ (Ker(T))0，即 Im(T) ′ ⊆ (Ker(T))0，另一方面，我们有：

dim(Im(T) ′) = dim(Im(T)) = dim(V) − dim(Ker(T)) = dim((Ker(T))0)

从而Im(T) ′ = (Ker(T))0。
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列秩与行秩相等的另一个证明

定理 265.
令 A 是一个 m× n 的矩阵，则：row-rank(A) = column-rank(A).

证明. 定义 T : Rn −→ Rm:
T(v) = Av

特别的，在标准基 e1, · · · , en 下的 T 的矩阵为 A。从而其对偶变换 T ′ 在对应的对偶基下的
矩阵为

AT

因此：

column-rank(A) = dim(C(A)) = dim(Im(T))

= dim(Im(T ′)) = dim(C(AT)) = column-rank(AT) = row-rank(A)
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阶段总结

• 线性泛函的概念。

• 对偶空间、对偶基。

• 对偶变换，和转置矩阵的关系。

• 对偶变换的核与像的性质。
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奇异值分解 (Singular Value Decomposition)



奇异值分解 (Singular Value Decomposition)

SVD 基础



对图片的存储
假设一张图片被如下的矩阵表示：

A =



a a b b c c

a a b b c c

a a b b c c

a a b b c c

a a b b c c

a a b b c c


直接存储需要 6× 6 = 36 个数。注意到该矩阵的秩 rank(A) = 1，从而：

A =



1

1

1

1

1

1


[
a a b b c c

]

从而我们只需要存储 12 个数。
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实对称矩阵的谱分解 (I)

注意到实对称矩阵可以对角化，即：

定理 266.
令 S 是一个实对称矩阵，λ1, · · · , λn ∈ R 是其特征值 (可能重复)。从而存在 n 个正交的
向量 v1, · · · , vn ∈ Rn，使得：

S =
[
v1 · · · vn

]
λ1

. . .

λn



vT1
...
vTn

 = λ1v1vT1 + · · ·+ λnvnvTn

从而：

引理 267.
令 S 是一个 n×n 的实对称矩阵，S 恰好有 rank(S) 个非零的特征值 (计算代数重数)。从
而 S 可以被 (n+ 1)rank(S) 个数字表示。
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实对称矩阵的谱分解 (II)

引理的证明. 注意到 S 是实对称的，从而存在正交矩阵 Q 使得：

QTSQ =


λ1

. . .

λn


因此有：

rank(S) = rank(Λ) = |{i ∈ [n] | λi 6= 0}|

令 s = rank(S)，即存在 s 个正交的向量 v1, · · · , vs ∈ Rn 使得：

S = λ1v1vT1 + · · ·+ λsvsvTs

即存储 S 需要 s 个特征值和 s 个特征向量，共 (n+ 1)rank(S) 个数字。
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奇异值分解 (Singular Value Decomposition)(I)
实对称矩阵可以完成谱分解，那么对于任意的矩阵 A ∈ Rm×n，是否存在类似的分解呢？

答案就是奇异值分解 (Singular Value Decomposition, SVD).

定理 268.
令 A 是一个 m× n 的矩阵，rank(A) = r，定义下列 m× n 的矩阵 Σ:

Σ =

[
D Or×(n−r)

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

]
, 其中D =


σ1

. . .

σr


这里, σ1 ⩾ · · · ⩾ σr 是 A 的奇异值。则存在 m×m 的正交矩阵 U 和 n× n 的正交矩阵
V =，使得：

A = UΣVT

特别的，存在 u1, · · · ,ur ∈ Rm 和 v1, · · · , vr ∈ Rn 使得：

A = σ1u1vT1 + · · ·+ σrurvTr 636



ATA 和 AAT

给定一个任意的矩阵 A，我们有：

(AAT)T = AAT, (ATA)T = ATA

即其都是对称矩阵，同时我们有：

引理 269.

rank(AAT) = rank(ATA) = rank(A)

证明. 我们只需证明：
rank(ATA) = rank(A)

因为：
rank(AAT) = rank((AT)TAT) = rank(AT) = rank(A) = rank(ATA)

def
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rank(ATA) = rank(A) 的证明

由 Rank-Nullity 定理，我们有：

rank(ATA) + dim(N(ATA)) = n = rank(A) + dim(N(A))

从而我们只需证明：
dim(N(ATA)) = dim(N(A))

• 任取 x ∈ N(A)，即 Ax = 0，从而有：

ATAx = AT0 = 0

即N(A) ⊆ N(ATA)。
• 任取 x ∈ N(ATA)，即 ATAx = 0，从而有：

xTATAx = 0 =⇒ ‖Ax‖ = 0 =⇒ Ax = 0

即N(ATA) ⊆ N(A)。
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ATA 和 AAT 的特征值 (I)

现在我们来关注一下 ATA 和 AAT 的特征值的性质。

引理 270.
1. ATA 和 AAT 的特征值都是非负的。

2. ATA 和 AAT 是半正定矩阵。

证明. 这里只证明 ATA 的特征值是非负的。令 λ 是 ATA 的一个特征值，v 是对应的特征向
量，即：

ATAv = λv

从而有：
λ‖v‖2 = λvTv = vT(λv) = vTATAv = (Av)T(Av) = ‖Av‖2 ⩾ 0

即：
λ ⩾ 0
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ATA 和 AAT 的特征值 (II)

引理 271.
令 rank(A) = r，则 ATA 和 AAT 有相同的 r 个非零特征值 (计算重数)。

证明. 由前面的引理可知：

rank(ATA) = rank(A) = rank(AAT) = r

令 ATA 有如下 n 个特征值：
λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λn ⩾ 0

其对应的一组标准正交的特征向量为 v1, · · · , vn。从而：

1. λ1, · · · , λr > 0。
2. λr+1 = · · · = λn = 0。
3. 对任意的 i ∈ [n] 有 ATAvi = λivi 且 ‖vi‖ = 1.
4. 对任意的 1 ⩽ i < j ⩽ n 有 vi · vj = vTivj = 0。

640



ATA 和 AAT 的特征值 (III)

考察如下的一组向量 v̄：
v̄ :=

1√
λ1

Av1, · · · ,
1√
λr

vr

我们接下来证明：

1. v̄ 是标准正交的。

2. v̄ 是 AAT 的特征值 λ1, · · · , λr 的特征向量。

3. AAT 和 ATA 的特征值的代数重数相同。

从而最终得到：
ATA 和 AAT 由相同的 r 个非零特征值 (计算重数)。
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v̄ 是标准正交的

我们先证明：
1√
λ1

Av1, · · · ,
1√
λr

vr

是标准正交的。

• 对于 i ∈ [r]. 有：

‖ 1√
λi

Avi‖2 =

(
1√
λi

Avi
)T

1√
λi

Avi =
1

λi
vTiATAvi =

1

λi
vTiλivi = ‖vi‖2 = 1

• 对于 1 ⩽ i < j ⩽ r. 有：(
1√
λi

Avi
)
·

(
1√
λj

Avj

)
=

(
1√
λi

Avi
)T

1√
λj

Avj

=
1√
λiλj

vTiATAvj =
1√
λiλj

vTiλjvj =
√

λj

λi
vi · vj = 0
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v̄ 是 AAT 的特征值 λ1, · · · , λr 的特征向量

我们再证明，对任意的 i ∈ [r] 有：

AAT
(

1√
λi

Avi
)

= λi

(
1√
λi

Avi
)

事实上，

AAT
(

1√
λi

Avi
)

=
1√
λi

A(ATAvi)

=
1√
λi

A(λivi)

= λi

(
1√
λi

Avi
)

从而对 ATA 任意的非零特征值 λi，λi 也是 AAT 的特征值， 1√
λi
Avi 是对应的特征向量。
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AAT 和 ATA 的特征值的代数重数 (I)

现在令 λi1 , · · · , λit 是 ATA 的两两不同的非零特征值，其中：

1 = i1 < i2 < · · · < it ⩽ r

注意到其也是 AAT 的特征值，定义：

1. ai 是 ATA 的特征值 λi 的代数重数, a ′
i 是 AAT 的特征值 λi 的代数重数。

2. gi 是 ATA 的特征值 λi 的几何重数, g ′
i 是 AAT 的特征值 λi 的几何重数。

并且我们有： ∑
i∈[t]

ai = r,
∑
i∈[t]

a ′
i ⩽ r
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AAT 和 ATA 的特征值的代数重数 (II)

注意到 v1, · · · , vr 是一组标准正交的向量，也是 ATA 的特征值 λ1, · · · , λr 的特征向量。从
而我们对任意的 i ∈ [t] 有：

gi ⩽ g ′
i

从而由代数重数和几何重数的关系我们有：

ai = gi ⩽ g ′
i ⩽ a ′

i =⇒
∑
i∈[t]

a ′
i ⩾

∑
i∈[t]

ai = r

从而
∑

i∈[t] a
′
i = r，即对所有的 i ∈ [t]:

ai = a ′
i

从而 ATA 和 AAT 有相同的 r 个非零特征值 (计算重数)。
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奇异值 (Singular Value)(I)

现在我们来直观的理解一下一般矩阵的分解。令 A 是一个 m×n 的矩阵，则 ATA 是一个对
称阵，从而存在一个 n× n 的正交矩阵 Q 使得：

ATA = QΛQT

这里 Λ =

[
D O

O O

]
，其中 D = diag{λ1, · · · , λr} 是一个对角阵，r = rank(A)。另一方面，在

定理268中我们有：
A = UΣVT

从而：
ATA = VΣTUTUΣVT = VΣTΣVT

我们可以看到：

Λ = ΣTΣ =

[
D O(m−r)×r

Or×(n−r) O(n−r)×(m−r)

][
D Or×(n−r)

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

]
=


σ2
1

. . .

σ2
r


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奇异值 (Singular Value)(II)

从而我们有，对任意的 i ∈ [r] 有：
λi = σ2

i

我们称其为奇异值 (Singular Value)。

定义 272.
令 A 是一个 m×n 的矩阵，λ1, · · · , λr 是对称矩阵 ATA 的非零特征值，从而其都是非负
的。对任意的 i ∈ [r]，定义：

σi =
√
λi

我们将 σ1, · · · ,σr 称为矩阵 A 的奇异值 (Singular Value)。
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奇异值分解

我们现在开始证明定理268。再次回顾一下定理的内容：

定理 268.
令 A 是一个 m× n 的矩阵，rank(A) = r，定义下列 m× n 的矩阵 Σ:

Σ =

[
D Or×(n−r)

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

]
, 其中D =


σ1

. . .

σr


这里, σ1, · · · ,σr 是 A 的奇异值。则存在 m×m 的正交矩阵 U 和 n×n 的正交矩阵 V =，
使得：

A = UΣVT

特别的，存在 u1, · · · ,ur ∈ Rm 和 v1, · · · , vr ∈ Rn 使得：

A = σ1u1vT1 + · · ·+ σrurvTr
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定理268的证明 (I)

令
λ1, · · · , λr, λr+1, · · · , λn

是 ATA 的特征值，并且我们有：

λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λr > 0 = λr+1 = · · · = λn

并且令 v1, · · · , vn 是其相应的标准正交的特征向量，从而矩阵：

V =
[
v1 · · · vn

]
是一个 n× n 的正交矩阵。
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定理268的证明 (II)

现在对于任意的 i ∈ [r]，定义：

ui =
1√
λi

Avi ∈ Rm

则由之前的引理：
u1, · · · ,ur

是 AAT 的标准正交的特征向量。利用 Gram−Schmidts 正交化将其扩展成一组标准正交
基：

u1, · · · ,ur,ur+1, · · · ,um

从而矩阵 U =
[
u1 · · · um

]
是 m×m 的正交矩阵。
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定理268的证明 (III)
现在对于任意的 i ∈ [n]，考虑 Avi：

• 若 i ⩽ r。则由定义：
Avi =

√
λiui

• 若 i ⩾ r，注意到 (ATA)vi = λivi = 0，从而：

0 = vTi(ATA)vi = (Avi)T(Avi) = ‖Avi‖2 =⇒ Avi = 0

从而：

AV =
[
Av1 · · · Avn

]
=
[√

λ1u1 · · ·
√
λrur 0 · · · 0

]

=
[
u1 · · · ur ur+1 · · · um

]


√
λ1

. . .
√
λr

0

. . .

0


= UΣ

注意到 V 是正交矩阵，从而 A = UΣVT。 651



奇异值-特征值和特征向量的推广

让我们再来关注一下奇异值究竟想表示的内容，注意到：

A = UΣVT, 即：AV = UΣ

则对于 i ∈ [n] 有：
Avi = σiui =

√
λiui

• ui 是 Rm 的一组标准正交基。

• vi 是 Rn 的一组标准正交基。

• AV = UΣ 与再方阵中 AX = XΛ 类似，表达的是不改变方向的变换，只是对一般矩阵
而言，其对应的是 Rn 到 Rm 的线性变换，而不是 Rn 到 Rn。
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奇异值和矩阵
由定理268我们知道，对于任意的矩阵 A，我们有：

A =
[
u1 · · · ur ur+1 · · · um

]


σ1

. . .

σr

0
. . .

0





vT1
...
vTr
vTr+1

...
vTn


= σ1u1vT1 + · · ·+ σrurvTr

推论 274.
正交向量组 作为正交基的对应的向量空间
u1, · · · ,ur C(A)

ur+1, · · · ,um N(AT)

v1, · · · , vr C(AT)

vr+1, · · · , vn N(A)
653



推论690的证明

由对称性我们只需要证明 C(A) 和 N(A) 的性质。

• 注意到 dim(C(A)) = rank(A)，我们只要证明：

C(A) ⊆ span{u1, · · · ,ur}

而由 A = σ1u1vT1 + · · ·+ σrurvTr 可知，A 的每一列都是 u1, · · · ,ur 的线性组合。
• 注意到 dim(N(A)) = n− rank(A) = n− r，我们只要证明对任意的 r+ 1 ⩽ i ⩽ n 有：

Avi = 0

而此时有：
Avi = (σ1u1vT1 + σ2u2vT2 + · · ·+ σrurvTr)vi

= σ1u1vT1vi + σ2u2vT2vi + · · ·+ σrurvTrvi

= σ1u1(v1 · vi) + σ2u2(v2 · vi) + · · ·+ σrur(vr · vi)

= 0
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阶段总结

• 矩阵的低秩分解-更少的存储方式。

• 矩阵的奇异值分解 (SVD)、奇异值的概念。

• 奇异值分解的证明。
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奇异值分解 (Singular Value Decomposition)

用线来拟合数据



用线来拟合数据 (I)

假设我们现在在 R2 中有 m 个数据：

(x1,y1), · · · , (xm,ym)

我们希望找到一条直线：y = cx(c ∈ R) 使得每个数据点到直线的距禙尽可能的小。

(x1, y1)
(x2, y2)

(x3, y3)

d1 d2 d3

w = ( 1√
1+c2

, c√
1+c2

)

这等价于找到一个单位向量 w =

[
1√

1+c2

c√
1+c2

]
使得：

d2
1 + · · ·d2

m 最小 657



用线来拟合数据 (II)
对于每个数据点 ai(xi,yi) ∈ R2，我们希望寻找到一个单位向量 w ∈ R2：

ai = (xi, yi)

w

di

pi

θi

最小化:
m∑
i=1

d2
i =

m∑
i=1

(‖ai‖2 − p2
i ) =

m∑
i=1

‖ai‖2 −
m∑
i=1

p2
i

即最大化：
m∑
i=1

p2
i =

m∑
i=1

(‖ai‖ cos θi)2 =

m∑
i=1

(
‖ai‖

w · ai
‖w‖‖ai‖

)2

=

m∑
i=1

(w · ai)2
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n 维的数据

假设现在数据有 n 个特征，即：
a1, · · · , am ∈ Rn

我们依旧是希望找到一个单位向量 w ∈ Rn 最小化：
m∑
i=1

w 和 ai 的距离

即最大化：
m∑
i=1

(w · ai)2
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矩阵的表示

定义 m× n 的矩阵：

A =


aT1
...

aTm


则我们目标是找到一个单位向量 w ∈ Rn 使得：

m∑
i=1

(w · ai)2 =

m∑
i=1

(
aTiw

)2
= ‖Aw‖2 最大

由矩阵的奇异值分解可知，事实上这就是矩阵 A 最大的奇异值的平方。
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最大的奇异值

定理 275.
令 A 是 m× n 的矩阵，σ1 是其最大的奇异值，则：

max
w∈Rn, ∥w∥=1

‖Aw‖2 = σ2
1

特比的，该值取到最大的时候恰好是 A 的 SVD 分解中 V 对应 σ1 的向量，即：

A = UΣVT = UΣ


vT1
vT2
...
vTn


在证明这个定理之前，我们先讨论回顾一下基于标准正交基表示的向量的长度。
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标准正交基和坐标

考虑 Rn 上的一组标准正交基 v1, · · · , vn。则任何一个 w ∈ Rn 都可以被其线性表示：

w = c1v1 + · · ·+ cnvn

即 w 关于基 v1, · · · , vn 的坐标为 (c1, · · · , cn) ∈ Rn。注意到对所有的 i ∈ [n]：

vi ·w = vi · (c1v1 + · · ·+ cnvn) = ci(vi · vi) = ci

从而我们有：

w = (v1 ·w)v1 + · · ·+ (vn ·w)vn = v1vT1w+ · · ·+ vnvTnw

=
[
v1 · · · vn

]
vT1w
...

vTnw

 =
[
v1 · · · vn

]
vT1
...
vTn

w = QQTw

这其实就是：
Qx = b 的最小二乘解就是 x̂ = QTb
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回顾：使用正交矩阵投影

令 q1, . . . ,qn ∈ Rn 是标准正交的，并且：

Q =
[
q1 · · · qn

]
显然 Q 是一个正交矩阵。从而 Qx = b 的最小二乘解为：x̂ = QTb，对应的投影矩阵为
QQT = I，从而：

b = QQTb =
[
q1 · · · qn

]
qT
1b
...

qT
nb

 = q1q
T
1b+ · · ·+ qnq

T
nb

也就是：

p 是 b 分别到每条线 span({qi}) 上的投影的和。
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坐标变换的角度 (I)

考虑向量空间 V = Rn 和其两组基：

e = e1, · · · , en 和 v = v1, · · · , vn

从而 e 到 v 的基变换矩阵 M 满足：[
v1 · · · vn

]
=
[
e1 · · · en

]
M

并且可以得出：
M =

[
v1 · · · vn

]
即：对于任意的 w = (w1, · · · ,wn) ∈ V，其在基 e 下的坐标就是其自己 w。
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坐标变换的角度 (II)

回顾坐标变换公式：

定理 276.
令 vn 和 v ′ 是 V 的两组基，则对于任意的 u ∈ V，我们有：

Tv(u) = MTv′(u)

从而 w 在基 v 下的坐标为：
M−1w

如果基 v 是标准正交的，即：

M =
[
v1 · · · vn

]
是正交矩阵

则我们有：
M−1w = MTw, 即：w = MMTw = v1vT1w+ · · ·+ vnvTnw
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关于 w 的长度

注意到：

定理 277.
令 Q 是 n× n 的正交矩阵，并且 x, y ∈ Rn，则：

1. ‖Qx‖ = ‖x‖，特别的 ‖QTx‖ = ‖x‖。

2. Qx ·Qy = x · y，从而 QTx ·QTy = x · y。

从而考虑任意的 w ∈ Rn，我们有：

1. 其在标准正交基 v1, · · · , vn 下的坐标为 QTw，这里 Q =
[
v1 · · · vn

]
，即：

(vT1w, · · · , vTnw)

2. 对应坐标的长度和 w 的长度是相同的，即：

‖w‖ = ‖QTw‖ =
√
(vT1w)2 + · · ·+ (vTnw)2
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定理275的证明 (I)

现在我们来证明定理275。回顾 A 的 SVD 分解，令 ATA 的正特征值为 λ1 > · · · > λr。对任
意的 i ∈ [r]，我们定义 σi =

√
λi。则 σ1, · · · ,σr 是 A 的奇异值。并且存在标准正交基

u1, · · · ,um ∈ Rm 和 v1, · · · , vn ∈ Rn:

A =
[
u1 · · · ur ur+1 · · · um

]


σ1

. . .

σr

0
. . .

0





vT1
...
vTr
vTr+1

...
vTn


= σ1u1vT1 + · · ·+ σrurvTr
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定理275的证明 (II)

考虑 Rn 的一个单位向量 w，存在 c1, · · · , cn 使得 w = c1v1 + · · ·+ cnvn，并且由前面的讨
论：

c21 + · · ·+ c2n = ‖w‖2 = 1

从而：
Aw = (σ1u1vT1 + · · ·+ σrurvTr)(c1v1 + · · ·+ cnvn)

=
∑

i∈[r],j∈[n]

σicjuivTjvj =
∑
i∈[r]

σiciui

从而 Aw 在标准正交基 u1, · · · ,ur,ur+1, · · · ,um 下的坐标为 (σ1c1, · · · ,σrcr, 0, · · · , 0)，因
此我们有：

‖Aw‖ = σ2
1c

2
1 + · · ·+ σ2

rc
2
r ⩽ σ2

1

∑
i∈[r]

c2i ⩽ σ2
1

∑
i∈[n]

c2i = σ2
1

当 w = v1 时取到上述不等式等号。
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奇异值分解 (Singular Value Decomposition)

用 k 维子空间拟合数据



用 k 维子空间去拟合数据

固定一个 k ⩾ 1。
a1, · · · , am ∈ Rn

我们希望找到一个 k 维的子空间 W ⊆ Rn 最小化：∑
i∈[m]

(ai 到 W 的距离)2

我们可以选取 W 中的一组标准正交基 w1, · · · ,wk ∈W，从而 ai 到 W 的距离是：

ai 和 ai 到 W 的投影 pi 的距离。
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回顾：投影的做法

1. 我们的目标是计算 b 到下列空间：

V = span({a1, . . . , an})

的投影 p，其中 a1, . . . , an 是线性无关的，p ∈ V .

2. 我们令 p ∈ V 是满足其误差 e = b− p 与 V 垂直的向量。我们证明了，对于任意的
v ∈ V :

‖b− v‖ = min
u∈V
‖b− u‖ ⇐⇒ v = p

3. 我们得到了相应的投影矩阵 P = A(ATA)−1AT，即：

p = Ax̂ = A(ATA)−1ATb

并且我们证明了当 rank(A) = n 时 (ATA)−1 是存在的，这也说明了 p 的唯一性。
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ai 到 W 上的投影 (I)

我们利用如下的标准正交的向量来表示 W：

w1, · · · ,wk ∈ Rn

特别的，令
Q =

[
w1 · · · wk

]
则：

QTQ =


wT

1

...
wT

k

[w1 · · · wk

]
=


wT

1w1 · · · wT
1wk

...
. . .

...
wT

kw1 · · · wT
kwk

 = Ik×k

QQT =
[
w1 · · · wk

]
wT

1

...
wT

k

 = w1wT
1 + · · ·+wkwT

k
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ai 到 W 上的投影 (II)

则 ai 到 W(= span({w1, · · · ,wk})) = C(Q) 的投影为：

pi = Q(QTQ)QTai

= QQTai

= w1wT
1ai + · · ·+wkwT

kai

= (w1 · ai)w1 + · · ·+ (wk · ai)wk

=
∑
j∈[k]

(wj · ai)wj

即：
ai 到 W 的投影 = ai 到直线 span({w1}), · · · , span({wk}) 的投影之和
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最小化距离之和

另一方面，注意到 ai 到 W 的距离可以表示为：

d2
i = ‖ai − pi‖2 = ‖ai‖2 − ‖pi‖2 = ‖ai‖2 −

∑
j∈[k]

(wj · ai)wj

从而最小化 d2
1 + · · ·+ d2

m 等价于最大化：

∑
i∈[m]

‖pi‖2 =
∑
i∈[m]

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈[k]

(wj · ai)wj

∥∥∥∥∥∥
2

=
∑
i∈[m]

∑
i∈[k]

(wj · ai)2

注意到之前用线去拟合的情况就是该例中 k = 1, w1 = w 的特殊情况。
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矩阵的表述

我们依旧用一个矩阵来表示这 m 个数据：

A =


aT1
...

aTm

 ∈ Rm×n

从而我们的目标是寻找到一组标准正交的向量 w1, · · · ,wk ∈ Rn 最大化:∑
i∈[m]

∑
j∈[k]

(wj · ai)2 =
∑
j∈[k]

∑
i∈[k]

(wj · ai)2 =
∑
j∈[k]

‖Awj‖2
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利用 SVD 最大化
注意到：

A =
[
u1 · · · ur ur+1 · · · um

]


σ1

. . .

σr

0
. . .

0





vT1
...
vTr
vTr+1

...
vTn


= σ1u1vT1 + · · ·+ σrurvTr

定理 278.
假设 k ⩽ r，则对任意的标准正交的 w1, · · · ,wk ∈ Rn 有：∑

j∈[k]

‖Awj‖2 ⩽
∑
j∈[k]

σ2
j

当 w1 = v1, · · · ,wk = vk 时等号成立。 676



定理278的证明思路

由定理275，我们知道存在 w1 ∈ Rn，使得对于任意的 w ∈ Rn：

‖Aw‖2 ⩽ ‖Aw1‖2 = σ2
1

从而 w2 的选取应当满足 w2 ⊥ w1，之后的情况可以类似归纳。为此我们先证明两个引理。

引理 279.
令 k ∈ [r]，并且 w ∈ Rn 是一个单位向量，并且满足对任意的 i ∈ [k− 1] 有 w ⊥ vi，则
我们有：

‖Aw‖2 ⩽ ‖Avk‖2 = σ2
k

引理 280.
令 2 ⩽ k ⩽ n，W ⊆ Rn 是一个 k 维的子空间，则存在一个单位向量 w ∈ Rn，使得：对
任意的 i ∈ [k− 1] 有 w ⊥ vi
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引理279的证明

引理 279.
令 k ∈ [r]，并且 w ∈ Rn 是一个单位向量，并且满足对任意的 i ∈ [k− 1] 有 w ⊥ vi，则
我们有：

‖Aw‖2 ⩽ ‖Avk‖2 = σ2
k

证明. 令 w = c1v1 + · · ·+ cnvn，则由题目假设我们有：

1. c1 = c2 = · · · = ck−1 = 0

2. c2k + · · ·+ c2n = 1

从而：

Aw = (σ1u1vT1 + · · ·+ σrurvTr)(c1v1 + · · ·+ cnvn) = σkckuk + · · ·+ σrcrur

因此：

‖Aw‖2 = ‖(0, · · · ,σkck, · · · ,σrcr, 0, · · · , 0)‖ =
∑

k⩽j⩽r

σ2
jc

2
j ⩽ σ2

k

∑
k⩽j⩽r

c2j ⩽ σ2
k

∑
j∈[n]

c2j = σ2
k
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引理280的证明
引理 281.
令 2 ⩽ k ⩽ n，W ⊆ Rn 是一个 k 维的子空间，则存在一个单位向量 w ∈ Rn，使得：对
任意的 i ∈ [k− 1] 有 w ⊥ vi

证明. 对任意的 i ∈ [k− 1]，定义 v ′
i 是 vi 到 W 的投影，显然我们有 (vi − v ′

i) ⊥W。注意到：

W0 = span({v ′
1, · · · , v ′

k−1}) ⊆W(由于 dim(W0) ⩽ k− 1)

令 dim(W0) = l，则我们可以构造出一组 W 的标准正交基：

w1, · · · ,wl, · · · ,wk−1,wk

使得 w1, · · · ,wl 是 W 中的一组标准正交基，定义 w = wk，则：

1. ‖w‖ = ‖wk‖ = 1。
2. w ⊥W0，从而对任意的 i ∈ [k− 1] 有：

w · v = wTvi = wTv ′
i +wT(vi − v ′

i) = 0+ 0 = 0
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定理278的证明 (I)

定理 278.
假设 k ⩽ r，则对任意的标准正交的 w1, · · · ,wk ∈ Rn 有：∑

j∈[k]

‖Awj‖2 ⩽
∑
j∈[k]

σ2
j

当 w1 = v1, · · · ,wk = vk 时等号成立。

证明. 定义：
Vk = span({v1, · · · , vk})

从而： ∑
i∈[m]

(ai 到 Vk 的投影)2 =
∑
j∈[k]

‖Avj‖2

=
∑
j∈[k]

∥∥∥(σ1u1vT1 + · · ·+ σrurvTr)vj
∥∥∥2

=
∑
j∈[k]

‖σjuj‖2 =
∑
j∈[k]

σ2
j
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定理278的证明 (II)

下面我们对 k 作归纳，证明对任意的 k 维子空间 W, 我们有：∑
i∈[m]

(ai 到 W 的投影)2 ⩽
∑
i∈[m]

(ai 到 Vk 的投影)2 =
∑
j∈[k]

σ2
j

即 Vk 是最佳的 k 维子空间。

k = 1 的时候就是定理 275，即对任意的 w ∈ Rn 且 ‖w‖ = 1，我们有：

‖Aw2‖2 ⩽ ‖Av1‖2 = σ2
1
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定理278的证明 (III)

当 k ⩾ 2 的时候，令 W ⊆ Rn，且 dim(W) = k。由引理280存在一个单位向量 w ∈W，使
得对任意的 i ∈ [k− 1] 有 w ⊥ vi。利用 Gram−Schmidts 正交化，我们可以获得 W 的一
组标准正交基：

w1, · · · ,wk−1,wk = w

从而由归纳假设我们有： ∑
j∈[k−1]

‖Awj‖2 ⩽
∑

j∈[k−1]

σ2
j

利用引理279我们有：‖Aw‖2 ⩽ σ2
k，从而：∑

j∈[k]

‖Awj‖2 = ‖Aw‖2 +
∑

j∈[k−1]

‖Awj‖2 ⩽ σ2
k +

∑
j∈[k−1]

σ2
j =

∑
j∈[k]

σ2
j
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奇异值分解 (Singular Value Decomposition)

再看 Ax = b 的近似解



Ax = b 的近似解

令 A 是 m× n 的矩阵，b ∈ Rn，考虑方程组：

Ax = b

可能有无数解，也可能没有任何解。

• Ax = b 当且仅当：
rank(A) = rank(

[
A b

]
)

• 其最小二乘解 x̂ 满足：
‖b−Ax̂‖ = min

x∈Rn
‖b−Ax‖
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最小二乘解-rank(A) = n

1. 我们知道如果 x̂ ∈ R 满足：

AT (Ax̂− b) = 0 即 ATAx̂ = ATb

则 Ax̂− b 与 C(A) 正交。

2. 我们可以得到 x̂ 的表达式：
x̂ = (ATA)−1ATb

并且我们知道 x̂ 是唯一的。

3. 我们称 x̂ 就是最小二乘解（least square solution），因为其误差的长度 ‖e‖

e = b−Ax̂

是所有 b−Ax 中最小的。
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最小二乘解-rank(A) < n

1. 选择 C(A) 的一组基 {ai1 , · · · , air }，其中 r = rank(A)。

2. 定义 m× r 的矩阵：
A ′ =

[
ai1 · · · air

]
显然我们有：C(A) = C(A ′)

3. rank(A ′) 是列满秩的，所以我们可以利用前面的方法来找到 A ′x ′ = b 的最优近似解，
即：

x̂ ′
= (A ′TA ′)−1A ′Tb ∈ Rn

显然其误差 e = b−A ′x̂ ′ 是所有 b−Ax 中长度最小的，即：

‖e‖ = min
x∈Rn

‖b−Ax‖ = min{‖b− v‖ | v ∈ C(A ′)} == min{‖b− v‖ | v ∈ C(A)}

4. 我们需要的 x̂ ∈ Rn 只要满足：
Ax̂ = A ′x̂ ′

注意此时 x̂ 并不是唯一的。
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最小二乘解-利用 SVD(I)
现在我们利用 SVD 来获取最小二乘解。令 m× n 的矩阵 A 的 SVD 分解为：

A = UΣVT = U



σ1

. . .

σr

0

. . .

0


VT

定义 284 [A的广义逆 (Pseudoinverse)].
定义 A 的广义逆 A+ 为：

A+ = VΣ+UT = V



σ−1
1

. . .

σ−1
r

0

. . .

0


UT

这里 Σ+ 是一个 n×m 的矩阵。 687



最小二乘解-利用 SVD(II)

定义：
x+ = A+b

我们说明 x+ 就是 Ax = b 的最小二乘解。

定理 285.
x+ 是 Ax = b 的最小二乘解，即：

‖b−Ax+‖ = min
x∈Rn

‖b−Ax‖

特别的，对于该方程的每个最小二乘解 x 6= x+，即：

‖b−Ax+‖ = ‖b−Ax‖

我们有：
‖x+‖ < ‖x‖
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定理285的证明 (I)

注意到：

A+ =
[
v1 · · · vn

]


σ−1
1

. . .

σ−1
r

0

. . .

0




uT1
...

uTm

 = σ−1
1 v1uT1 + · · ·+σ−1

r vruTr

从而：
x+ = A+b = σ−1

1 v1uT1b+ · · ·+ σ−1
r vruTrb

同时注意到：
A = σu1vT1 + · · ·+ σrurvTr

因此：
Ax+ = (σu1vT1 + · · ·+ σrurvTr)(σ−1

1 v1uT1b+ · · ·+ σ−1
r vruTrb)

= u1uT1b+ · · ·+ uruTrb

= (u1 · b)u1 + · · ·+ (ur · b)ur 689



定理285的证明 (II)

注意到 u1, · · · ,ur 是标准正交的，从而：

Ax+ = b 到 span({u1, · · · ,ur}) 的投影

由推论690:

正交向量组 作为正交基的对应的向量空间
u1, · · · ,ur C(A)

ur+1, · · · ,um N(AT)

v1, · · · , vr C(AT)

vr+1, · · · , vn N(A)

Ax+ 是 b 到 C(A) 上的投影，即 x+ 是 Ax = b 的最小二乘解。
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定理285的证明 (III)

现在考虑 Ax = b 的另一个最小二乘解 x(6= x+)，即：

‖b−Ax‖ = ‖b−Ax+‖

我们有：
Ax = Ax+ =⇒ A(x− x+) = 0, 即 x− x+ ∈ N(A)

从而
x+ = σ−1

1 v1uT1b+ · · ·+ σ−1
r vruTrb ∈ span({v1, · · · , vr}) = C(AT)

x− x+ ∈ N(A) = span({vr+1, · · · , vn})

从而 x+ ⊥ (x− x+)，并且：

‖x‖2 = ‖x+‖2 + ‖x− x+‖2>‖x+‖2

最后一个严格大于号是由于 x− x+ 6= 0.
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A+ 的唯一性

矩阵 A 的奇异值分解并不是唯一的，即：

A = U1Σ1V
T
1 , A = U2Σ2V

T
2

则从定义上来讲，其可能存在两个广义逆：

A+
1 = V1Σ

+
1 U

+
1 , A+

2 = V2Σ
+
2 U

+
2

但我们可以证明，这两个是相等的，即 A 的广义逆是唯一的。

定理 286.
A+

1 = A+
2
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唯一性的证明

由定理285，对于该方程的每个最小二乘解 x 6= x+，即：

‖b−Ax+‖ = ‖b−Ax‖

我们有：
‖x+‖ < ‖x‖

从而对任意的 b ∈ Rm，我们有：
A+

1 b = A+
2 b

考察所有的 b = ei，则有：
A+

1 = A+
2
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阶段总结

我们介绍了 SVD 的一些应用，以及其几何意义。

• 利用 k 维子空间拟合数据-SVD 的最大 k 个奇异值是最好的结果。

• 矩阵的广义逆，最小的二乘解。
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线性代数
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